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Від авторів
Шановний друже! Посібник, який ти тримаєш в своїх руках, стане тобі в пригоді, якщо ти будиш готовитись до олімпіади з математики або до математичних конкурсів, турнірів. Важливу роль в підготовці  відіграє систематичне розв’язування задач. А це кропітка, щоденна робота. Сподіваємось що наш посібник зацікавить тебе, дасть змогу організувати  роботу так, щоб захоплення розв’язанням тієї чи іншої нестандартної задачі переросло у бажання ще і ще розв’язувати. 
Цей посібник містить саме такі задачі для учнів 8-9 класів. Тут можна знайти як задачі для ”першого знайомства”, так і задачі, які потребують більш глибокого осмислення, спеціальних і нестандартних підходів до їх розв’язання. До всіх задач є відповіді, вказівки або повні розв’язання. Подано відповідний теоретичний матеріал.

Розташування завдань за темами робить збірник зручним у користуванні. Надання поширених чи часткових розв’язків, відповідей дасть змогу тобі перевірити рівень своїх знань та вмінь.

 Посібник містить необхідні теоретичні відомості, рубрики: «Задачі з підручників  8 - 9 класів», «Розв’язуємо разом», «Задачі для самостійного розв’язання», «Перевір себе», «Задачі Всеукраїнських математичних олімпіад», задачі з «Кенгуру»  які тобі стануть у пригоді при підготовці до  математичних олімпіад, конкурсів та турнірів. 
Тут же ти знайдеш поради учаснику олімпіад.
Бажаємо  досягти олімпійських вершин.  
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Поради учаснику олімпіади   

1. Уважно прочитай умову задачі,  визнач порядок, у якому будеш їх розв’язувати (краще починати з легших задач).
2. Якщо умову задачі ти зрозумів неоднозначно, то не вибирайте зручніший для себе, а звернись за консультацією до членів журі.

3. Якщо незрозуміло якесь твердження, то спробуй його довести або спростувати.

4. Не зациклюйся на одній задачі. Якщо немає ідеї розв’язання, то задачу краще (хоча б на деякий час) залишити.

5. Розв’язавши задачу, зразу ж оформляй розв’язання. Це допоможе перевірити його правильність і звільнить увагу для інших задач.

6. Кожен, навіть очевидний, крок розв’язання треба записувати. Громіздкі розв'язки краще записувати у вигляді кількох тверджень.

7. Перед тим як здати роботу, уважно перечитай її.

                                             Кожна розв’язана мною задача                                    

                                             ставала зразком, який служив 
                                             потім для розв’язання інших задач.



                                                                                        Р.Декарт
І. Задачі для першого знайомства
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Розв’язуємо разом

Задача №1. Чотири шоколадки коштують  на шість гривень більше ніж одна  така ж шоколадка.  Скільки коштує одна шоколадка?

Розв’язання. Якщо ціна шоколадки дорівнює  х грн., то 4х = х+6. Тоді х=2.

Відповідь: 2 грн. 
Задача №2. Відомо, що 
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 Розв’язання.
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Відповідь: [image: image14.wmf]25

4
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Задача №3. Мій калькулятор  виконує ділення  замість множення і віднімання замість додавання. Якщо  я буду обчислювати значення виразу  (12(3) + (4 (2),  то  який результат висвітиться на екрані калькулятора?
 Розв’язання.  Замість (12 ·3) + (4 · 2) калькулятор обчислить (12 : 3) – (4:2)=2. Відповідь: 2.

Задача №4. В опуклому чотирикутнику ABCD відрізки  АВ і AC рівні між собою, 
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ВАD = 80°, 
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АBC = 75°, 
[image: image17.wmf]Ð

АDC = 65°. Величина  
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ВDС дорівнює:

Розв’язання.
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Оскільки AB = AC, то 
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АВС – рівнобедрений і [image: image20.wmf]Ð

АСВ = [image: image21.wmf]Ð

АВС = 75°. З теореми про суму кутів трикутника 
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ВАС  = 180° - 
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АВС - [image: image24.wmf]Ð

АСВ = 30°. Отже, 
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CAD =
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BAD -
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ВАС = 30°. Тоді за теоремою про суму кутів трикутника 
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ADC = 180°- - 
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DAC - 
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ACD =65°  або  
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ADC = 
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ACD =65°, а тому 
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АDС – рівнобедрений і АD = АС = АВ. З іншого боку, якщо АD=АВ, то 
[image: image34.wmf]D

АВD – рівнобедрений і з суми кутів трикутника [image: image35.wmf]Ð

ADВ = 
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ВDС = 
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ADC - 
[image: image39.wmf]Ð

ADВ =15°.

Відповідь:  15°.      
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Задача №5. Максим намалював квадрат зі стороною 3 см. всередині квадрата зі стороною 7см. Потім він намалював ще один квадрат зі стороною 5см., що перетинається з двома першими (див. малюнок). Якою є різниця між площами чорної області та сірих областей, зображених на малюнку?

Розв’язання. Позначимо площу відповідних частинок фігури через а, в, с, d, е (див. малюнок).Тоді  а+ в+ с+ d = 72 =49 см2,  с+ d+ е = 52  = 25 см2. Отже, а-с-е = (а+ в+ с+d) – (в+с) – (с+ d+ е) =15 см2.
Відповідь: 15 см2.
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Задача №6. Тотожність (а+b +c)2 = a2 +b2 +c2 + 2ab +2bc +2ac  доведіть двома   різними способами і поясніть її геометричний зміст за малюнком.

Розв’язання. 
1-й спосіб:                                                                                                                                                (а+b +c)2 =((а+в)+с)2=(а+в)2+2(а+в)с+с2=а2+2ав+в2+2ас+2вс+с2;

2-й спосіб: (а+b +c)2 =(а+(в+с))2=а2+2а(в+с)+(в+с)2=а2+2ав+2ас+в2+2вс+с2.

Геометрично: великий квадрат, площа якого (а+b+c)2 складається з трьох квадратів, площі яких a2,  b2  і  c2, та трьох пар прямокутників, площі яких відповідно ав, вс і ас.
[image: image40.png]



Розв’яжіть самостійно

Задача №1. Обчислити :  
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Задача №2. Дано три точки: А, В, С.  Вибирають четверту точку О так, щоб утворився паралелограм.

Скільки існує таких точок О?

Задача №3.  Покажіть, що рівносторонній трикутник можна розрізати на чотири рівних рівносторонні трикутники. 

Відповідь намалювати.

Задача №4. Приклавши один до одного два рівнобедрені трикутники  з кутом по 100(, утворили чотирикутник.  Визначте кути чотирикутника.

Задача №[image: image653.png]


6.  Прямокутник розділено на 9 маленьких  прямокутників ( як на малюнку). Периметр п’яти з них написаний на малюнку. Чому дорівнює периметр великого прямокутника?

Задача №7. Трикутник АВС розташований на поверхні куба, як показано на малюнку. Знайдіть суму кутів, позначених на малюнку цифрами. 
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Відповіді та вказівки до задач розділу І

 №1. Відповідь. 1.  №2. Відповідь.  3.
№3. Вказівка. Провести в трикутнику середні лінії. 
№4.  Відповідь.   80°,     80°,   100°,    100°. 
 №5. Відповідь. 28.

 №6. Відповідь.  270°.

[image: image655.png]



ІІ. Задачі з підручників  8 - 9 класів
[image: image656.jpg]



Розв’язуємо разом

О. С. Істер, алгебра 8 клас
Задача № 49.Побудуйте графік функції:                 

1) у = 
[image: image42.wmf];
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Розв’язання.  Область визначення:  D: х 
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5,  у =
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. Графік даної функції – пряма 
у = -
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,  на якій  „виколота”  точка з абсцисою  х = 5.
Задача № 121. Чи може значення виразу 

                             
[image: image46.wmf]õ

õ

õ

õ

õ

õ

õ

8

2

4

4

2

1

2

1

3

2

2

-

+

+

-

-

+

-

-


при деякому значенні  х дорівнювати нулю?
          Розв’язання. № 121. 
[image: image47.wmf].
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Значення отриманого виразу дорівнює нулю за умови, що чисельник дробу дорівнює нулю, знаменник не дорівнює нулю. Але 1 
[image: image48.wmf]0

¹

. Тому значення даного виразу не може дорівнювати  нулю. Відповідь: не може.
 Задача №204. Подайте у вигляді раціонального дробу або цілого виразу:

                     1) 1-
[image: image49.wmf]1
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           Розв’язання.  1 1-
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1-х(х+1)=1-х2-х.
Задача №235. Розв’яжіть рівняння:   2) 
[image: image53.wmf].
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Задача №266. Обчисліть значення виразу        (1-3
[image: image54.wmf]1
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Задача №437. Розв’яжіть рівняння:

                         1) 
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Задача №438. При яких значеннях а рівняння 
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 має один корінь?

  Задача № 487. Побудуйте графік функції: 
           2)у = 
[image: image59.wmf]2
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Розв’язання. Область визначення : х 
[image: image60.wmf]¹
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[image: image61.wmf]¹
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у= 
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4

2

4

4

х

х

х

-

-

= х2.  Графіком цієї функції є парабола з «виколотими» точками 
 (-2;4) і (2;4).
 Задача №542

Розв’яжіть рівняння з двома змінними:
1) х2-6х+9+у2 = 0.
Розв’язання. (х-3)2+у2 =0

Звідси  х-3=0  і  у=о.

 Задача  №933

           При яких значеннях  а  рівняння  х2-(4а-5)х=0  має один корінь

           Розв’язання:
D=в2-4ас=0          4а-5=0      а=5/4

Задача  №   951

 
При  яких значеннях  а сума коренів рівняння  х2-2ах+(2а-1)=0  дорівнює сумі квадратів  його  коренів?

          Розв’язання:
За теоремою Вієта:    х1+х2=2а      х1х2=2а-1
(х1+х2)2=х12+2х1х2+х22
х12+х22=(х1+х2)2-2х1х2=4а2-2(2а-1)=4а2-4а+2

х12+х22=х1+х2
4а2-4а+2=2а

4а2-6а+2=0

2а2-3а+1=0

D=1

а1=1/2     а2=1

Відповідь. 1/2; 1.
Ю. І. Мальований, Г. М. Литвиненко, Г. М. Возняк,

алгебра 9 клас

Задача № 224. Сума 2х+у дорівнює 20. Якого найбільшого значення може набувати добуток ху?  Визначте відповідні значення х та у.

Розв’язання. 
[image: image63.wmf])
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 набуватиме найбільшого значення. Перетворимо цей  добуток доповнивши його до квадрата двочлена: 
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   Вираз 
[image: image66.wmf]50
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  набуває найбільшого значення при тих значеннях х , при яких доданок   
[image: image67.wmf]2
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 приймає найменше значення. Найменше значення виразу 
[image: image68.wmf]2
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 дорівнює нулю при х=5, а отже у=10

Відповідь: (ху)найм=50 при х=5, у=10.

Задача № 281. Сума 2х+у дорівнює 20.Чи може добуток ху набувати значень, більших від48? При яких значеннях х це можливо?

Розв’язання.  
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Задача №282. При яких значеннях a функція 
[image: image70.wmf]3
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 набуває лише додатних значень?

Розв’язання.  Виділимо з даного виразу 
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2

+

+

-

a

ax

x

 квадрат двочлена. Маємо: 
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.  Вираз набуває лише додатних значень коли доданок 
[image: image73.wmf]3
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 набуває додатних значень, тобто виконується нерівність: 
[image: image74.wmf]0
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Задача № 355.  а). Середнє арифметичне двох чисел дорівнює 17, а середнє геометричне – 15. Знайти ці числа.

Розв’язання. Нехай одне число позначимо х, а інше -  у, тоді складемо систему
[image: image76.png]


  [image: image77.png]X+y =34
Xy =225




Розв’язавши  систему, маємо:  x = 25; y = 9
Відповідь.  25 та 9.

Задача№ 488. Знайдіть чотири перші члени арифметичної прогресії, якщо а1а4 = 22, а2а3 = 40.

Розв’язання. Дана арифметична прогресія має  вигляд:

а1; а2; а3; а4……      Тобто,   а1; а1 + d; а1 + 2 d; а1+ 3 d…
Складемо систему і розв’яжемо її.
[image: image78.png]ar(a,+ 3d) = 22
(a,+ d)(a,+ 2d) = 40




Отримаємо d=3 і d=-3.

а1 набуває значень -11; 2; -2 та 11. Таким чином маємо такі арифметичні прогресії :  2; 5; 8; 11;  -11; -8; -5; -2.
Задача № 398. Учень задумав двоцифрове число. Яка ймовірність того, що учень задумав двоцифрове число, яке записується різними цифрами?

Розв’язання.   Множина двоцифрових чисел 10; 11; …..98; 99 налічує 90 елементів. Чисел, що записуються однаковими цифрами 11; 22; …99 серед них дев’ять, а різними цифрами – відповідно 81 число.

Отже, ймовірність події  А: учень задумав число, що записується різними цифрами Р(А) = 0,9.
Відповідь. 0,9.
[image: image79.png]



Розв’яжіть самостійно

О. С. Істер, алгебра 8 клас

Задача № 49.Побудуйте графік функції:

2) у = 
[image: image80.wmf];
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Задача №204. Подайте у вигляді раціонального дробу або цілого виразу:

2) 
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Задача №235. Розв’яжіть рівняння:

                1) 
[image: image82.wmf];
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Задача №237. Розв’яжіть рівняння:

1)  
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Задача №238. При яких значеннях а рівняння 
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 має один корінь?

  Задача № 487. Побудуйте графік функції: 
1). у=
[image: image85.wmf]1
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 Задача №542

Розв’яжіть рівняння з двома змінними:
х2-6х+9+у2 = 0

Розв’язання. (х-3)2+у2 =0

Звідси  х-3=0  і  у=о, тобто х=3, у=0.
Задача №797.  Рівняння  х2+4х-3=0  має  корені х1   і  х2.  Не розв’язуючи  рівняння, знайдіть:         2) х12х2+х22х1.
Задача  №933. При яких значеннях  а  рівняння  х2-(4а-5)х=0  має один корінь

 Задача №   951. При  яких значеннях  а сума коренів рівняння  х2-2ах+(2а-1)=0  дорівнює сумі квадратів  його  коренів?

Ю. І. Мальований, Г. М. Литвиненко, Г. М. Возняк,

алгебра 9 клас

Задача № 74.   Цифра одиниць двоцифрового числа на 2 більша за цифру десятків, а саме число більше від 30 і менше від 40. Знайдіть це число.

Задача № 95.  До 2 т сталі, що містить20% нікелю, треба додати таку кількість сталі, яка містить 40% нікелю, щоб отримати сплав, щомістить не менше 25%, але не більше 30% нікелю. Скільки треба взяти сталі зі 40%-им вмістом нікелю?

Задача № 6. (стор.61, задачі для самоперевірки)  Бак місткістю2,4м3 треба наповнити водою. По скільки літрів води треба наливати в бак щохвилини, щоб через 8 хв він був наповнений не менше ніж наполовину, а через 15 хв вода з нього не виливалася?

Задача № 6. (стор.62, задачі для самоперевірки) За 8 рейсів автобус перевозить більше ніж 185 пасажирів, а за 15 рейсів – менше ніж 370 пасажирів. Скільки місць в автобусі, якщо кожного рейсу він перевозить  стільки пасажирів, скільки місць в автобусі?

Задача № 510.

а)  Розв’яжіть рівняння : 2+5+8+….+ х = 155

Розв’язання. Різниця цієї арифметичної прогресії d = 3. за формулою загального члена арифметичної прогресії х=2+3(n-1), а за формулою суми n перших членів арифметичної прогресії 155 = 
[image: image86.wmf]2
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[image: image87.png]X=2+3("-1)

155= 2+x
2



[image: image88.png]3n-1=x
310=2n+xn




Розв’язавши систему  цих рівнянь, маємо n =10. Отже, х = 29. 
Відповідь. 29.
Задача № 542. У геометричній прогресії b2=3. Знайдіть  b1b2b3.

Розв’язання. За означенням геометричної прогресії 

 b1b2b3  = 
b2 b2 b2·q/q  = (b2
)3 = 27

Відповідь.  27.
Задача № 550. Перетворіть у звичайний дріб 0,7(3).
Розв’язання. Знаменником  даної нескінченної геометричної прогресії є число q=0,1. Замінимо дріб 0,7(3) = 0,7 + 0,03+0,003+0,0003+….

Обчислимо суму S = 0,7 + 
[image: image89.wmf]1
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  = 0,7 + 
[image: image90.wmf]90
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[image: image91.wmf]15

11

.

Відповідь.  
[image: image92.wmf]15
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Задача № 513. Довжини сторін многокутника утворюють арифметичну прогресію, різниця якої дорівнює 3см. Найбільша сторона многокутника дорівнює 38см. Знайдіть кількість сторін многокутника, якщо його периметр дорівнює 258см.

Розв’язання.

Розглянемо арифметичну прогресію, із різницею d=3, 
аn = 38, Sn = 258.

Складемо систему:
[image: image93.png]38 =a1+ 3(n-1)
258 = jlzﬁn



[image: image94.png]a=41-3n
516=n(41-3n+38)




Отримаємо n=12.

Відповідь. кількість сторін многокутника 12.
Відповіді та вказівки до задач розділу ІІ
О. С. Істер, алгебра 8 клас

№49  
 2) D: х 
[image: image95.wmf]¹

-3. у = 
[image: image96.wmf].
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  Графік даної функції – пряма 

у = х+3 на якій  „виколота” точка з абсцисою х =-3.
№204. 
2) 
[image: image97.wmf].

1

1

1

1

1

1

1

1

3

3

2

3

2

2

2

+

-

=

+

-

=

-

-

=

-

-

=

-

-

-

-

=

-

-

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

 
Відповідь.  1) 1-х2-х;    2) 
[image: image98.wmf].

1

3

3

+

-

ò

ò

ò

.
№235.   1) 
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 EMBED Equation.3  [image: image101.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image102.wmf],
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х-1=5, х=6 або х-1=-5, х=-4. 

 Відповідь.  1) х=-4.
№437. 1)  
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5(9x
[image: image105.wmf]2
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[image: image107.wmf]2
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Відповідь.  1) рівняння коренів не має.
№238. Розв’язання.  
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 EMBED Equation.3  [image: image111.wmf]ï
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Рівняння має один корінь, коли а=3 або 2а+1=3, 2а=2, а=1.

Відповідь: а=3 або а=1.
№ 487. Розв’язання. Область визначення: х не дорівнює -1.
у= 
[image: image112.wmf]1
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.  Графіком цієї функції є парабола  у =х2  з  «виколотою»   точкою (-1;1).
 №542. Розв’язання. Розв’яжіть рівняння з двома змінними:

2) х2-6х+9+у2 = 0
 №749. Розв’язання.   
[image: image113.wmf]х
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+4=0, 

а) х>0,    -х2+4=0, х2-4=0

х1=-2  х2=2   х1 не підходить (х>0)

б)  х<0    х2 +4=0

   х2 =-4

не має  розв’язків

 Відповідь.  2.

 №797.  Розв’язання.  За теоремою Вієта:   х1+х2=-4    х1х2=-3

х12х2+х22х1=х1х2(х1+х2)=-3(-4)=12

 (х1+х2)2=х12+2х1х2+х22
х12+х22=(х1+х2)2-2х1х2= (-4)2-2(-3)=16+6=22
Рівняння  х2+4х-3=0  має  корені х1   і  х2.  Не розв’язуючи  рівняння, знайдіть:  

2) х12х2+х22х1
      Розв’язання. За теоремою Вієта:   х1+х2=-4    х1х2=-3

х12х2+х22х1=х1х2(х1+х2)=-3(-4)=12

1) х12+х22
Розв’язання. (х1+х2)2=х12+2х1х2+х22
х12+х22=(х1+х2)2-2х1х2= (-4)2-2(-3)=16+6=22

№933. Розв’язання. D=в2-4ас=0, 4а-5=0, а=5/4.
№   951. Розв’язання. 

За теоремою Вієта:    х1+х2=2а      х1х2=2а-1

(х1+х2)2=х12+2х1х2+х22
х12+х22=(х1+х2)2-2х1х2=4а2-2(2а-1)=4а2-4а+2

х12+х22=х1+х2
4а2-4а+2=2а

4а2-6а+2=0

2а2-3а+1=0

D=1
а1=1/2     а2=1
Відповідь.  1/2;  1.
Ю. І. Мальований, Г. М. Литвиненко, Г. М. Возняк,
алгебра 9 клас
№74. Відповідь. 35.

№ 95.  Розв’язання. Не менше 2/3т і не більше 2т. Вказівка. Розв’яжіть подвійну нерівність  
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№ 6. (стор.61, задачі для самоперевірки).  

Розв’язання. Не менше 150л, і не більше 160л. 2,4м3=2400л. Нехай  х – необхідна кількість літрів води, яку необхідно наливати в бак щохвилини. За умовою задачі складаємо таку систему нерівностей: 
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№ 6. (стор.62, задачі для самоперевірки).  Вказівка. Розв’яжіть систему нерівностей 
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, де х – кількість місць в автобусі.

Відповідь: 24.
№ 510. Розв’язання. Різниця цієї арифметичної прогресії d = 3. за формулою загального члена арифметичної прогресії х=2+3(n-1), а за формулою суми n перших членів арифметичної прогресії 155 = 
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Розв’язавши систему  цих рівнянь, маємо n =10. Отже, х = 29. 
Відповідь. 29.
№ 542. Розв’язання. За означенням геометричної прогресії 

 b1b2b3  = 
b2 b2 b2·q/q  = (b2
)3 = 27. 

Відповідь.  27.
№ 550. Розв’язання. Знаменником  даної нескінченної геометричної прогресії є число q = 0,1. Замінимо дріб 0,7(3) = 0,7 + 0,03+0,003+0,0003+….

Обчислимо суму S = 0,7 + 
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Відповідь.  
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№ 513. Розв’язання. Розглянемо арифметичну прогресію, із різницею d=3,  аn = 38, Sn = 258. Складемо систему:
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Отримаємо n=12.

Відповідь. кількість сторін многокутника 12.
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ІІІ. Текстові задачі
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Розв’язуємо разом
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Задача 1.  Було 4 аркуші паперу. Деякі з них розрізали на 8 частин, після деякі з цих частин знову розрізали на 8 частин і т.д. Коли підрахували загальну кількість аркушів, то з’ясувалося, що їх всього 1986. Доведіть, що підрахунок був неправильний. 

Розв’язання. При кожному розрізанні аркуша паперу, загальна кількість аркушів збільшується на 7. Отже, після n розрізань ми дістаємо 7 n  + 4 аркуші. За умовою це число повинно дорівнювати 1986. Отже, 4 + 7 n = 1986, тобто 7n = 1982.


n = 1982 : 7


n = 283, 142…

n – дробове, тобто підрахунок був неправильним.

Задача №2. Доведіть, що n4 + 64 число складене. 
Розв’язання.n4 + 64 = (n2 + 8)2 - 16 n2 = (n2 + 4n + 8)( n2 – 4n + 8).
Задача №3 Всі натуральні числа від 1 до 100 розбили на 2 групи: парні та непарні числа. Визначте, в якій з груп сума всіх цифр, що використовуються для запису їх чисел, більше і на скільки. 

Розв’язання. Розбийте всі числа на пари (100; 1); (2; 3); (4; 5)… (98; 99). Всього 50 пар. У всіх парах, крім першої, у другого числа (непарного) сума цифр на 1 більша, ніж у першого числа (парного). 
Відповідь. Сума цифр в групі непарних чисел на 49 більше, ніж у групі парних чисел.
Задача №4. У деякій країні будь-які два міста з’єднані шляхом з одностороннім рухом. Доведіть, що існує місто, з якого можна проїхати в будь-яке інше не більше ніж по двох дорогах. 
Вказівка: Розгляньте місто з якого виходить найбільша кількість доріг.

Задача №5. Круг поділили на 6 секторів, у кожному з яких лежить по цукерці. За один хід одну цукерку можна перемістити в сусідній сектор. Чи можна забрати всі цукерки в одному секторі рівно за 20 ходів? 

Розв’язання. Пофарбуйте сектори в шаховому порядку. Відповідь: Ні.

Задача №6. 30 команд зіграли турнір за олімпійською схемою. Скільки всього було зіграно матчів? 

Вказівка: Їх кількість така, як і кількість вибувших команд. 
Відповідь: 29 матчів. 

Задача №7. Гра починається з числа 100. За один хід дозволяється зменшити число, яке дістали на будь-який з його дільників. Програє той, хто одержить нуль. Хто виграє при правильній грі: починаючий чи його партнер? 

Вказівка: Парні числа – виграшні, а не парні – програшні.

Задача №8. На прямій знаходиться павук і муха. Максимальна швидкість павука вдвічі більша від максимальної швидкості мухи, але він нічого не знає про місцезнаходження мухи до тих пір, поки вона не опиняється в одній точці. Чи зможе павук наздогнати муху? 

Розв’язання. Павук може рухатись з максимальною швидкістю, змінюю її напрям в моменти часу 1, 1+3, 1+3+32… При будь-якому русі мухи, графік залежності відстані між павуком і мухою обов’язково перетне вісь часу. 
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Відповідь. Зможе.

Задача 9. Пішохід пройшов певну відстань зі швидкістю 6км/год, а повертався назад зі швидкістю 4км/год. З якою середньою швидкістю йшов пішохід?

Розв’язання. Позначимо через Sкм відстань, яку пройшов пішохід в один бік. Коли він ішов зі швидкістю 6км/год, то затратив S/6год, а повертаючись S/4год. Отже, всього S/6 + S/4 = 5/12S годин. Загальний шлях 2S, то 2S : 5/12S = 24/5 = 44/5км/год.  Відповідь. 4
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 Розв’яжіть самостійно

Задача №1. Задумане ціле додатне число. До його запису приписали праворуч цифру 7 і від утвореного числа відняли квадрат задуманого числа. Різницю зменшили на 75% і дістали задумане  число. Яке число задумано?  

Задача №2. З міста А у місто В і з В у А одночасно вийшли два пішоходи. Перший прибув у місто В через 0,8 год  після зустрічі, а другий прибув у місто А  через 1,25 год після зустрічі. Скільки годин був у дорозі кожний пішохід?   
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Задача №3. Сергій і Олег повинні були набрати рукопис до певного терміну. Після того, як було набрано половину рукопису, Олег захворів, і тому Сергій закінчив роботу на два дні пізніше, ніж передбачалося. За скільки днів міг би набрати рукопис кожний з операторів, працюючи окремо, якщо Сергію на це було б потрібно на 5 днів менше, ніж Олегу? 
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Задача №4.  На шаховому турнірі було зіграно 45 партій. Кожний з учасників зіграв із кожним по одному разу. Скільки було учасників турніру? 
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Задача №5. До Нового року в родині Петренків кожний підготував подарунок кожному з інших членів родини. Всього під ялинкою виявилося 20 подарунків. Скільки чоловік в родині Петренків? 

Задача 6.[image: image670.jpg]


 Сигнальна ракета, що випущена вертикально вгору, через 2 секунди була на висоті 40м. Через який час ракета буде на висоті 44,2 м? 

   Задача №7. Через одну трубу можна наповнити басейн на 4 години швидше, ніж через другу спорожнити цей басейн. Якщо одночасно відкрити обидві труби, то басейн наповниться за 3 год. За скільки годин перша труба може наповнити басейн, а друга – спорожнити його? 
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Задача №9.[image: image672.jpg]


 Який серед прямокутних трикутників з периметром 80см матиме найбільшу площу? 
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Задача №10.
 Який серед прямокутних трикутників,
 сума катетів кожного з яких дорівнює 20см, матиме
 найбільшу площу? 
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Задача №11. Господарство обробило 300га землі. Якби воно мало на 3 трактори більше, то закінчило б роботу на 6 днів раніше. Скільки тракторів було у господарстві, якщо один трактор обробляв 15га землі на день? 
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Задача №12.
У чемпіонаті району з футболу зіграно 20 матчів, причому кожна команда двічі зіграла з кожним суперником. Скільки команд брало участь у чемпіонаті? 
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Задача №13. У двоцифровому числі цифра десятків на 3 більша від цифри одиниць. Знайдіть це число, коли відомо, що воно більше від 35 і менше від 74. 
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Задача №14. Вантаж із 14 однакових ящиків і однієї бочки має масу 658кг. Визначте масу ящика і масу бочки, якщо маса бочки на 4% менша маси 5 ящиків. 

Відповіді та вказівки до задач розділу ІІІ
№1. Відповідь: 7. 
№2.
Відповідь: 1,8 год і 2,25 год.

№3. Відповідь: Сергій – за 10 днів, Олег – за 15 днів.

№4. Відповідь: 10 учасників.

№5. Відповідь: 5.

       №6. Відповідь: 2,6 с; 3,4 с.

№7. Відповідь: 2 год; 6 год.

№8. Відповідь: 20 см * 20 см.

№9. Відповідь: 10см * 10см. 

  №10.  Відповідь: 2 трактори.

  №11.  Відповідь: 5 команд.
  №12.  Відповідь: 41; 52; 63.
  №13.  Відповідь: 35кг; 168кг.
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ІV. Задачі на логіку
  За допомогою логіки доводять, 
за допомогою інтуїції винаходять.

                                                А. Пуанкаре

Теоретичні відомості

Логіка (від грецького logike techne – наука про умовивід) – наука про мислення; наука, що вивчає математичні доведення; наука про закони, форми та прийоми людського мислення, застосування яких у процесі міркування й пізнання забезпечує досягнення об’єктивної істини.


Формальна логіка – наука, що вивчає форми мислення (поняття, судження, умовиводи) та структури наукового знання (дедуктивні системи, схеми доведення тощо).

Математична логіка – символічний вираз формальної логіки, найвищий етап її розвитку.

У початковий період розвитку її розглядали як алгебру логіки (символічну логіку), тобто як застосування математичного, в основному алгебраїчного, методу до логіки (так званої формальної логіки) – науки про закони і форми мислення.

Алгебра логіки  й тепер є частиною математичної логіки, яка вивчає висловлювання і називається численням висловлювань.
Висловлювання – це будь-яке твердження, відносно якого говорять  про те, що воно істинне або хибне. 
Засновником формальної логіки був Арістотель (IV ст. до н. е.). Удругій половині XVII ст. Г.Лейбніц почав застосовувати методи математики до логіки. Проте самостійною галузю науки математична логіка стає з середини XIX ст. завдяки працям Дж. Буля, де Моргана, П. С. Борецького, Е. Шредера, Г. Фреге і Дж. Пеано.
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Розв’язуємо разом
Задача №1. Відомо, що серед членів уряду Кривляндії є хоча б один чесний, а також що з будь-яким двох членів хоча б один – хабарник. Всього в уряді 30 членів. Скільки в уряді Кривляндії хабарників?
Розв’язання. В уряді Кривляндії  є принаймні одна чесна людина, але двох чесних там бути не може – тоді з цих двох не було б жодного хабарника, що суперечить умові. Отже, чесний в уряді 1, а хабарників – 29.

Задача №2. Скільки хвилин в шостій частині половини від третини від четвертини доби?

Розв’язання. У добі 24 години. Четвертина – 6 годин. Третина від четвертини – 2 години. Половина від третини від четвертини – 1 година. Шоста частина половини від третини від четвертини  - 1/6 години = 10хвилин.

Задача №3. На годиннику 3 години 15 хвилин. Скільки градусів між стрілками?

Розв’язання. 1 година = 12 п’ятихвилинок;

                           1 година = 360 градусів;

                           Одна п’ятихвилинка 360 ÷ 12 = 300 

                            300  : 4 = 7,50 – кут між стрілками.

Задача №4. На початку бігу на дві тисячі метрів вперед вийшов Олексій. Другим біг Степан, а третім – Володимир. Під час бігу Олексій і Степан мінялися місцями 6 разів, Степан і Володимир –  5 разів, а Олексій і Володимир – 4 рази. У якому порядку прибігли спортсмени до фінішу.

Розв’язання.  Олексій і Степан мінялися місцями парне число разів, тому Олексій випередить Степана. Олексій і Володимир мінялися місцями також парне число разів, тому Олексій випередить і Володимира. Щодо Степана і Володимира то вони мінялися місцями непарне число разів, тому Володимир прийде на фініш раніше Степана. Тоді порядок на фініші такий: Олексій, Володимир, Степан.

Задача №5. Число 12321232123212321… складається з 2002 цифр. Які 3 останні цифри цього числа?

Розв’язання. В даному числі повторюється група цифр 1232. Загальна кількість цифр 2002 дає остачу 2 при діленні на 4, то число буде закінчуватися на… 123212 і останніми 3 цифрами будуть 212.

Задача №6. У дитячому  магазині продають двоколісні і триколісні велосипеди, причому і тих і інших порівно. Скільки коліс може бути в усіх цих велосипедів разом: 1)16; 2)24; 3)25; 4)28; 5)33?
Розв’язання. Складемо кількість коліс двох видів велосипедів, тому що потрібно порівнювати кратність загального числа коліс велосипедів з сумою двох коліс: 3+2=5. Кількість 2- і 3 – колісних велосипедів однакова, то загальна їх кількість повинна ділитися на 5. Отже: 3) 25 коліс.

Задача №7. Яке число має стояти замість знака запитання 51123?95191?

Розв’язання. Кожне наступне число послідовності – це сума подвоєного попереднього і одиниці.

5 × 2 + 1 = 11; 11 × 2 + 1 = 23; 23 × 2 + 1= 47; 47 × 2 + 1 = 95; 95 × 2 + 1 = 191.

Отже, замість знака запитання має бути 47.  

Задача №8.  Риби відносяться до Терезів так само, як Вода до…?

Розв’язання. Знак зодіаку Риби – водяний, а Терези – повітряний, тому Повітря.

Задача №9. Розв’яжіть ребус: A – BBB + CC – D =1234 однаковим буквам відповідають однакові цифри, різним – різні.

Розв’язання. 2222 – 999 + 11 – 0 = 1234.

Задача №10. Розв’яжіть числовий ребус: ААА – АА – А = ЕЕ. 
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Розв’язання. При А ≠ 1  А00 – А >100 ≠ СС, тому А = 1. Отже, 111 – 11 – 1 = 99.
Задача №11. Музичний ребус. Замініть букву цифрами так, щоб отримати систему вірних рівностей.
[image: image681.png]



Відповідь.   

Задача №12. Розшифруйте ребус. Однаковим буквам відповідають однакові цифри,  різним – різні.         

          А

 +    АВ

     АВС

     ВСВ

Розв’язання.  Для розв’язаня цього ребуса можна скласти систему рівнянь:

[image: image127.png]A+B+C=B+10
A+B+1=C+10
A+1=B





Звідси А = 6, В = 7, С = 4. Тоді: 6 + 67 + 674 = 747.

Задача №13. Чи можна закип’ятити воду на відкритому полум’ї в паперовій склянці? 

Розв’язання. Температура, при якій закипає вода, менша за температуру, при якій займається папір. Вода, у тому числі кипляча, не дає паперу нагрітися до температури загорання. Отже, вода закипить у паперовій склянці.

Задача №14. Сторони трикутника 13, 18 і 31см. Чому дорівнює площа трикутника?

Розв’язання. У будь-якому трикутнику сума довжин двох будь-яких сторін завжди більша за третю. Тому площа дорівнює 0.

Задача №15. Знайдіть найменше натуральне число, сума цифр якого дорівнює 1982.

Розв’язання. №=299...9 (всього 221 цифра)

   Задача №16. Чи можна з цифр 1, 2, 3, ..., 9 скласти кілька чисел, сума яких була б точним квадратом?(кожна цифра використовується лише один раз)

Розв’язання. Так. 1+2+3+45+6+7+9=81

  Задача №17. Доведіть, що для будь-яких дійсних чисел х та у використовується нерівність х²-2ху+1982у²≥0

Розв’язання. Потрібно подати ліву частину у вигляді (х-у)²+1982у².
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Задача №18.  Набір доміно виклали в ряд за чинними правилами. На одному кінці ланцюга – п'ятірка. Що на другому кінці?

Розв’язання. Також п'ятірка. П'ятірки в середині ланцюга розбиваються на пари.

[image: image129.jpg]


 

Задача №19. На шаховій дошці стоять 8 тур, які не “б'ють” одна одну. Доведіть, що число тур, які стоять на чорних клітках парне.

Розв’язання. Колір клітинки визначається сумою її координат(парність цієї суми). Сума координат всіх тур парна (вона не залежить від їх розміщення) і дорівнює 

2(1+2+3+...+8)

[image: image130.jpg]


 

Задача №20. 1989 солдатів вишикувались у шеренгу. Чи завжди їх можна вишикувати за зростом, якщо дозволяється мінятися місцями двох солдатів, які стоять через одного?

Розв’язання. Не завжди. При пе6рестановках зберігається парність номера місця. Тому, коли найвищий стоїть на парному місці, він ніколи не стане першим.

Задача №21. Чи можна числа від 1 до 21 розбити на декілька груп, у кожній з яких якесь одне число дорівнює сумі всіх інших?

Розв’язання. Ні сума всіх чисел від 1 до 21 непарна.

Задача №22. Є дошка 50х50. Двоє по черзі закреслюють вибрану ним клітинку, а також клітинки, які знаходяться над нею і справа від неї. Програє той, хто закреслить ліву нижню клітинку. Хто виграє при правильній грі: починаючий чи його партнер?

Розв’язання. Виграє перший. Першим своїм ходом він повинен закреслити квадрат 49х49, а потім ходити симетрично.
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Розв’яжіть самостійно
Задача №1.  На діловій зустрічі разом опинилися письменник, хімік, біолог і лікар. Їх імена: Ганна, Дмитро, Катерина і Маріо. Дмитро сказав біологові, що щойно зустрів Катерину з пончиками. Ганна сиділа навпроти лікаря поруч із хіміком. Лікар ні з ким не розмовляв, а лише розмірковував, яке в нього дивне ім’я – Маріо. Назвіть спеціальність кожного. 

Задача №2.  Є 5 коробочок: біла, червона, синя, зелена і чорна. У кожній коробочці лежать по 2 кульки таких самих кольорів. Також відомо, що: 

1) Жодна кулька не лежить у коробочці того ж самого кольору, що й вона сама.

2) У червоній коробочці немає синіх кульок.

3) У коробочці білого або чорного кольору лежить одна червона і одна зелена кулька.

4) У чорній коробочці лежать кульки холодних тонів (зеленого й синього).

5) В одній з коробочок лежать одна біла й одна синя кулька.

6) У синій коробочці лежить одна чорна кулька.

Якого кольору кульки лежать у кожній коробочці?

Задача №3. Лицареві треба бути в замку принцеси рівно в 17:00. Будучи гарним математиком, від підрахував: якщо їхати зі швидкістю 15км/год, то в замок він приїде на годину раніше, якщо ж зі швидкістю 10км/год, то він на годину запізниться. О котрій годині він вирушив в дорогу, яку відстань йому треба подолати й з якою швидкістю він їхав?

Відповідь.  Лицар вирушив в дорогу о 12:00, він має подолати відстань 60км, і їхав він зі швидкістю 12км/год.

Задача №4.   На поверхні ставка плаває одна водяна лілія, яка постійно ділиться й розростається . Таким чином, щодня площа, яку займають лілії, збільшується у два рази. Через місяць покритою виявляється вся поверхня ставка. За скільки часу покриється водяними ліліями вся поверхня ставка, якщо спочатку на поверхні будуть плавати 2 лілії?

Задача №5.  В одній родині кожної дочки братів саме скільки, скільки й сестер, а в кожного сина сестер у двічі більше, ніж братів. Скільки братів і скільки сестер у родині?

Задача №6.  У випускному класі приватного ліцею проводяться підсумкові тести з різних предметів, на основі яких учню виставляється середній бал. Коли Михайло закінчив відповідати на останній тест, він підрахував, що якби він отримав за цей тест 97 балів , то його середній бал був би 90, а якби він отримав за цей тест 73 бали, то його середній бал був би 87. Скільки тестів проводиться у випускному класі цього ліцею?

Задача №7. Чому дорівнює натуральне число а, якщо при збільшенні на одиницю його квадрат збільшується на 1001?

Задача №8.  При виробництві сиру з молока, що містить 5% жиру, виходить сир з місткістю жиру 15,5% і сироватка з місткістю жиру 0,5 %. Скільки сиру можна отримати зі 100кг молока?

Задача №9. В одній із шкіл густонаселеного району великого міста 7 перших класів. За кожним класом закріплюється один класний керівник. Скількома способами можна розподілити по класах 7 класних керівників?

Задача №10. У 8 класі математичної школи навчаються 30 учнів. Всі учні знають математику на відмінно. Скількома способами можна вибрати двох учнів для участі в математичній олімпіаді?

Задача №11. Чи може дорослий чоловік повалити бетонну стіну довжиною 20 метрів, висотою 3 метри і вагою 3 тонни, якщо в його розпорядженні немає абсолютно ніяких інструментів?

Відповіді та вказівки до задач  розділу  ІV
№1. Відповідь. Маріо – лікар, Ганна – біолог, Катерина  - письменник,  Дмитро – хімік.

№2 Відповідь.  У білій: червона і зелена, у чорній: зелена й синя, у синій чорна й червона, у зеленій біла й синя, у червоній біла й чорна. 

№3. Відповідь. Лицар вирушив в дорогу о 12:00, він має подолати відстань 60 км, і їхав він зі швидкістю 12км/год.

№4.   Відповідь. 2 водяні лілії покриють озеро за місяць без
 одного дня.

№5. Відповідь. 4 дочки і 3 сина.
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№6. Розв’язання. Нехай х – число підсумкових тестів, тоді у – кількість балів, що набрав Михайло у всіх тестах, крім останнього. Складемо системи рівнянь:  
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=87.  Розв’язавши систему, отримаємо х = 8. Отже, проводиться 8 підсумкових тестів. 

№7. Розв’язання. Складемо рівняння: (а + 1)2 - а2 = 1001, звідси а = 500.

№8. Розв’язання. Нехай з 100кг молока отримують х кілограм сиру і у кілограм сироватки. В 100 кілограмах молока 5% жиру – це 5кг. Складаємо систему рівнянь:
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Після розв’язання одержимо: х = 30, у = 70. Отже, можна отримати 30 кг сиру.

№9. Відповідь. 7! = 5040 способами.

№10. Розв’язання. Першого учня можна вибрати 30 способами. Другого, незалежно від вибору першого учня, - 29 способами. При цьому кожна пара враховується двічі. Тому двох учнів можна вибрати (30 × 29) ÷ 2 = 435 способами. 

№11. Розв’язання. Така стіна, при такій вазі і розмірах, буде мати товщину лише приблизно 2см, і дорослий чоловік легко зможе повалити її рукою.
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V. Числові послідовності

Теоретичні відомості


Функцію, визначену на множині натуральних чисел, називають послідовністю, а значення цієї функції називають членами послідовності і позначають 
[image: image135.wmf]n
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. Числова послідовність задана, якщо будь-якому натуральному числу 
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  поставлене у відповідність деяке число 
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. Позначають члени послідовності буквами з індексами, які вказують порядковий номер члена: 
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.   Послідовності бувають скінченні і нескінченні. Числова послідовність (
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) називається зростаючою (спадною) , якщо для будь-якого номера  
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   правдива нерівність: 
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попередній член,  
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наступний член послідовності. Послідовність  (
[image: image145.wmf]n
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) називається обмеженою, якщо існує число 
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  таке, що для всіх членів послідовності виконується оцінка 
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 Послідовність чисел називається періодичною, якщо існує натуральне число  
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 (період послідовності) таке, що для всіх  
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. На олімпіадах часто зустрічаються задачі у яких треба встановити певні властивості членів послідовності або, знаючи рекурентне задання послідовності, знайти формулу її загального члена.    
                                   Способи задання послідовності
1. За допомогою рекурентної формули.
Рекурентна формула виражає  будь-який член послідовності, починаючи з деякого, через один або кілька попередніх членів. При рекурентному способі задання члени послідовності обчислюються почергово один за одним.

2. За допомогою формули  
[image: image151.wmf]-

n

того члена послідовності.

Знаючи формулу 
[image: image152.wmf]-

n

того члена послідовності, можна обчислити потрібний член послідовності, не обчислюючи всі попередні.

                                                 ПРОГРЕСІЇ
	Формули
	Арифметична прогресія
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	Геометрична прогресія
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	Формула 
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	Характеристична властивість прогресії
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	Сума 
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 перших членів прогресії
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	Сума нескінченної спадної геометричної прогресії
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ПОСЛІДОВНІСТЬ ЧИСЕЛ ФІБОНАЧЧІ
Більш відоме її рекурентне задання:  
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. Менш відома формула її загального члена (формула Біне):
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Слово «прогресія» (лат. progressio)  означає «рух вперед».

З початку нашої ери відома задача-легенда: індійський цар Шерам позвав до себе винахідника шахової дошки, свого підданого Сету, щоб нагородити його за цікаву гру. Сета попросив за першу клітинку шахової дошки одне пшеничне зернятко, за другу – 2 зернятка, за третю – 4 зернятка і т.д. Вияснилось, що цар не зміг виконати це просте побажання Сети. 

В цій задачі потрібно знайти суму 64 членів геометричної прогресії 
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  з першим членом 1 і знаменником 2. Ця сума рівна  
[image: image169.wmf]615

551

709

073

744

446

18

1

2

64

=

-

.   Таку кількість зерен пшениці можна зібрати лише з урожаю планети,  площа поверхні  якої в 2000 разів більша за площу поверхні Землі.

В папірусі Рейнса  пропонується задача: у семи осіб по сім кішок, кожна кішка з'їдає по сім мишей, кожна миша з'їдає по сім колосків, із колоска може вирости по сім мір ячменю. Яка величина чисел цього рядка і їх суми?

Правила для знаходження суми членів геометричної прогресії є в «Началах» Евкліда. Архімед також знав, що таке геометрична прогресія, і умів знаходити суму будь-якої кількості її членів, вмів він також обчислювати суми нескінченно спадних геометричних прогресій. Правило знаходження суми членів арифметичної прогресії вперше зустрічається в «Книзі абак» Леонардо Пізанського (1202р.). Формула для суми нескінченно спадної геометричної прогресії була відома П. Ферма (XVIIст.).

Цікаві задачі на прогресії є в «Арифметиці » Магницького. Ось одна з таких задач: Дехто продавав коня і попросив за нього 1000 рублів. Покупець відповів, що за коня запрошена дуже велика ціна. «Добре,  –  відповів продавець,  – якщо  кінь дорого коштує, то візьми його собі задарма, а заплати тільки за цвяхи у його підковах. А цвяхів у кожній підкові по 6. І платитимеш ти мені за них таким чином: за перший цвях заплатиш полушку (1/4 копійки), за другий  - дві полушки, за третій – чотири полушки і так далі за всі цвяхи: за кожний наступний у два рази більше ніж за попередній». Покупець подумав, що так заплатить набагато менше і погодився. Чи проторгувався покупець, якщо так, то на скільки?
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Розв’язуємо разом

Задача №1.    Продовжить ряд: 2, 5, 9, 16, 27, 45, 74, 121, 197, …

Розв’язання. Кожне наступне число є сумою двох попередніх збільшеною на 2.  2+5+2=9; 5+9+2=16;  9+16+2=27;…121+197+2=320; 197+320+2=519;…

Задача №2. Знайти суму: 
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Розв’язання.  Оскільки 
[image: image171.wmf])

1

(

)

1

(

2

2

+

+

=

+

+

-

a

a

a

a

, то 
[image: image172.wmf]5151

2

102

101

101

...

3

2

1

)

101

100

(

...

)

5

4

(

)

3

2

(

1

101

100

99

...

4

3

2

1

2

2

2

2

2

2

2

=

×

=

=

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

=

+

-

+

+

-

+

-


Задача №3.  Знайти суму  
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Розв’язання.  Нехай 
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Задача №4.  Дано послідовність 
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Розв’язання. 
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 Отже, члени послідовності повторюються з періодом  6, тобто 
[image: image183.wmf]3

2

2012

=

=

a

a

.

Задача №5. Доведіть тотожність:
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Розв’язання.  Якщо 
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  , тотожність очевидна. Доведемо її для інших випадків. Послідовність 
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 – геометрична прогресія з першим членом   
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Розв’яжіть самостійно

Задача №1.    Знайи суму 
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Задача №2.   Арифметична прогресія 
[image: image193.wmf])

(

n

a

 задана формулою 
[image: image194.wmf]3

5

3

2

)

(

n

a

n

-

=

. Знайти різницю даної прогресії.

Задача №3.  Знайти перший член і різницю арифметичної прогресії, якщо 
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Задача №4.  Знайти перший член і різницю арифметичної прогресії, якщо 
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Задача №5.  Дано, що в арифметичній прогресії 
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Задача №6. В арифметичній прогресії  
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Задача №7.    Знайти  суму 
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Задача №8.    Геометрична прогресія 
[image: image205.wmf])

(

n

b

 задана формулою 
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. Усі члени цієї послідовності будуть більші від числа 14, починаючи з якого?

Задача №9. Послідовність натуральних чисел 
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 Чи можуть шість послідовних членів цієї послідовності бути простими числами?

Задача №10. Довести, що при будь-яких натуральних  
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б)   
[image: image214.wmf]mn

a

  ділиться на  
[image: image215.wmf]m

a

.

Задача №11.  У змаганнях зі стрільби за кожний промах в серії із 25 вистрілів учасник отримував штрафні очки: за перший промах – одне штрафне очко, а за кожний наступний – на ½ очка більше, ніж за попередній. Скільки разів влучив у ціль учасник змагань,  якщо він отримав 7 штрафних очок?

Задача №12. Від ділення тринадцятого члена арифметичної прогресії на третій член у частці отримуємо 3, а від ділення вісімнадцятого члена на сьомий  член в частці маємо 2 і в остачі 8. Знайдіть різницю і перший член прогресії.

Задача №13.  Знайти  ціле додатне число  
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 із рівняння:
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Задача №14.  Знайти суму   
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Задача №15.  Розв’язати рівняння  
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, де х – ціле додатне число.

  Задача №16.  Дано дві арифметичні прогресії. Перший і п’ятий члени першої прогресії рівні відповідно 7 і -5. у другій прогресії перший член рівний 0, а останній член рівний 7/2.Знайти суму членів другої прогресії, якщо відомо, що треті члени обох прогресій рівні між собою.

Задача №17. Задача Феофана Прокоповича. Якась людина має багато коней, і всім їм різна ціна. Найгірший кінь коштує 4 злотих, а найкращий 55 злотих, і ціна від одного до другого коня  весь час піднімається на 3 злотих. Питаємо: скільки ж   усього було коней?

Задача №18.  Задача Архімеда. Знайдіть суму нескінченної геометричної прогресії 
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Відповіді і вказівки до розділу V
№1.  
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  №2. 
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№4.  
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№5. 
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№9.  Ні. Вказівка. Розгляньте залишки при діленні членів даної послідовності на 7, вони утворюють періодичну послідовність (період 6), серед членів якої зустрічається число 0. 

№10.   Вказівка. Використайте метод математичної індукції по 
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VI. Многочлени

Теоретичні відомості

Найпростішими алгебраїчними виразами є одночлени і многочлени. Многочленом  (поліномом) називають алгебраїчний вираз, представлений як алгебраїчна сума декількох одночленів. Додавання многочленів, є не що інше, як утворення нового многочлена, який складається з усіх членів даних многочленів. При множенні многочленів кожний член першого многочлена множать на кожний член другого многочлена і утворені добутки додають. Множення многочленів можна записати так:
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Для множення многочленів використовують формули скороченого множення, і тому їх корисно пам’ятати. Особливо важливо навчитися застосовувати записані нижче формули тоді, коли букви, що входять до них , замінюють складні вирази.
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Одночлен також вважається окремим видом многочлена. Існують цілі вирази які не є многочленами. Зв’язки між згадуваними виразами можна ілюструвати такою схемою.
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Розкладання многочлена на множники – це така операція, за допомогою якої ми представляємо даний многочлен у вигляді добутку, тотожно рівного даному многочлену, причому множники цього добутку повинні бути цілими виразами. 

Існує п’ять основних способів розкладання многочлена на множники:

· винесення спільного множника за дужки;

· групування;

· застосування основних формул скороченого множення;

· введення нових допоміжних членів;

· виділення повного квадрата. 

Розкладання многочлена на множники важка задача, яку не завжди можна розв’язати. Існують многочлени, які не можна розкласти на множники. Таким, наприклад, є многочлен 
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Якщо многочлен Р(х) має корінь х = а, то він ділиться на двочлен х – а, тобто його можна подати у вигляді Р(х) =(х-а)Q(х), де Q(х) – многочлен на одиницю меншого степеня.


Многочлен степеня n має не більше n дійсних коренів. звідси випливає, що коли два многочлена Р(х) та Q(х), степінь яких не більший n, набувають однакових значень більше ніж в n точках, то їх коефіцієнти при відповідних степенях рівні.


Для ділення многочлена на многочлен використовують схему Горнера (правило Горнера). Якщо многочлен має цілі корені, то їх можна знайти серед дільників вільного члена. Якщо в остачі виходить не 0, то процес ділення закінчується тоді, коли степінь остачі менше степеня дільника.


Теорема Безу: остача від ділення многочлена P(x)  на двочлен x-a  дорівнює значенню многочлена P(x) при x=a.


Якщо многочлен має цілі корені, то вони знаходяться серед дільників вільного члена.
Виконати ділення многочлена 
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Наприклад.  Виконати ділення многочлена 
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Розв’язання:
[image: image689.jpg]



Розв’язуємо разом

Задача №1.    Розкладіть многочлен на множники:


[image: image239.wmf])
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Розв’язання. 
[image: image240.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image241.wmf]).
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Задача №2. Довести, що многочлен 
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Доведення. Многочлени 
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Задача №3.  Розкласти на множники: 
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Розв’язання.
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Задача №4.  Чи є многочлен   
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  квадратом якогось іншого многочлена?

Відповідь. Ні, тому, що f(-1)=-1<0.

Задача №5. Розкладіть многочлен:
а) х8 + х4 + 1 на три множники;
б) х5 + х + 1 на два множники.

Розв’язання.  а) х8 + х4 + 1 = х8 + 2х4 + 1 - х4 = (х4 + 1)2 – (х2)2 = (х4 + х2 + 1)( х4 – х2 + 1) = (х2 + х + 1)( х2 - х + 1)( х4 - х + 1).
б) х5 + х + 1 = (х5 + х4 + х3) – (х4 + х3 + х2) + (х2 + х + 1) = 

=(х3 – х2 + 1)( х2 + х + 1).
Задача №6.  Чи вірно, що при будь-якому натуральному n число n3 +5n -1 також просте?
Розв’язання. Відповідь: не правильно. Наприклад, при n = 6 число 63 + 5(6 – 1 не просте число.

Задача №7. Знайдіть які-небудь три послідовних натуральних числа, кожне з яких ділиться на квадрат цілого числа, більшого за 1.

Розв’язання. Наприклад: 48, 49,50 або 548, 549,550.
Задача №8.  Знайдіть 7 рішень в цілих числах рівняння у2 = 6(х3 –х).

Розв’язання.  (0;0), (1;0), (-1;0), (2;6), (2;-6), (3;12), (3;-12).
Література

Н.Б. Васілєв «Заочні математичні олімпіади», Москва, «Наука», 1987
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Розв’яжіть самостійно

Задача №1.  1.  Розкладіть многочлен на множники: 
[image: image254.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image255.wmf]3
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Задача №2. Розкладіть многочлен на множники:
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Задача №3. Спростить вираз: 
[image: image257.wmf].
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Задача №4. Знайдіть остачу від ділення многочлена 
[image: image258.wmf]42
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Задача №5. Знайдіть три таких простих числа, щоб їх сума була в 5 разів менше за їх добуток.
Задача №6. Знайдіть всі пари цілих чисел, що задовольняють рівняння

х2 =у2+2у+13.
Задача №7. Знайдіть  які-небудь чотири послідовних натуральних числа, кожне з яких ділиться на квадрат цілого числа, більшого за одиницю.

Відповіді та вказівки до задач розділу VI
1. Відповідь: 
[image: image260.wmf])
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2. Відповідь: 
[image: image261.wmf]).
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3. Відповідь: 
[image: image262.wmf].
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4. Відповідь: 
[image: image263.wmf]123
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VIІ. Принцип Діріхле

Теоретичні відомості

При розв’язуванні багатьох задач люди користуються способами міркувань, які одержали назву «принцип Діріхле» («принцип висунутих ящиків»). У найпростішій і дотепній формі принцип Діріхле звучить так: «Не можна посадити 7 зайців у 3 клітки так, щоб у кожній клітці було не більше, ніж 2 зайці». 

А взагалі твердження формулюється так:
У п клітках неможливо розсадити п + 1 зайців, щоб кожний із них сидів у окремій клітці, тобто знайдеться клітка, де сидить не менше двох зайців.
[image: image691.png]RE+MI=FA
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Щоб застосувати принцип Діріхле до розв'язування задачі, ми повинні вказати, що саме будемо розуміти під «клітками» і «зайцями», а також спосіб, за яким будемо розсаджувати «зайців» у «клітки». 

Як правило, під час розв'язування задач використовують не принцип Діріхле, а деяке його узагальнення:
Дано п кліток і пк+1 зайців, які розміщено у ці клітки. Тоді знайдеться клітка, де сидить не менше к + 1 зайців.

Узагальнений принцип Діріхле: якщо множина із N елементів розбита на п підмножин, жодні дві з яких не мають спільних елементів, і при цьому N > kn, то знайдеться підмножина, що містить не менше ніж k+1 еле​мент.
Часто принцип Діріхле застосовують в якій-небудь геометричній формі, наприклад:

а) якщо відрізок довжиною l розбито на п відрізків, що не мають спільних внутрішніх точок, то довжина найбільшого відрізка не менша від 
[image: image264.wmf]n

l

, а довжи​на найменшого відрізка не більша за 
[image: image265.wmf]n

l

;

б) якщо на відрізку довжини l розташовано декілька відрізків, сума довжин яких більша від l, то принаймні два з цих відрізків мають спільну точку;

в) якщо всередині фігури з площею S розташовано декілька фігур, сума
площ яких більша за S, то принаймні дві з цих фігур мають спільну точку.

Принцип Діріхле використовується і під час розв'язування задач на подільність і зафарбовування.
Наведемо ще кілька схожих на«принцип Діріхле» тверджень, які використовуються в геометрії та аналітичних задачах:

· якщо сума площ декількох фігур менша за S, то ними не можна покрити фігуру, площа якої дорівнює  S;

· якщо на відрізку довжиною 1 розташовано декілька відрізків з сумою довжин l, то знайдеться точка цього відрізка, яка буде накрита не більше ніж  цими відрізками;

· якщо середнє арифметичне декількох чисел більше а, то хоча б одне з них більше а.
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Розв’язуємо разом
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  Задача №1. Доведіть, що в будь- якій  компанії знайдуться дві людини, що мають  однакову кількість друзів.

    Розв’язання. Розглянемо варіанти  кількості  друзів  у  компанії х  людей. В кожної людини є від 0 до х-1 друзів, тобто 0, 1, ..,х-1. Тому, якби х людей мали різне число друзів, то в компанії було б присутньою по  одній  людині , що має 0,1,2,…,х-1 друзів.  З іншого боку, якщо є  людина,  яка має  х-1 друзів, то вона  дружить з  усіма,  отже, в  такій  компанії немає  людини, яка б  не  дружила  ні з  ким. Таким  чином,  в  будь- якій компанії знайдуться  дві  людини,що  мають  однакове  число друзів.
Задача  №2. Яке  найбільше  число  тур можна  поставити на  шахову  дошку так, щоб  вони  не  били одна  одну?
[image: image266.jpg]


[image: image267.jpg]



    Розв’язання. На  одній  горизонталі шахової  дошки  не  може  стояти  більше  ніж  одна  тура- інакше  вони  будуть  бити  одна  одну. Таким  чином, тур можна  поставити не  більше, ніж  горизонталей  у  шаховій  дошці. Цих  горизонталей  вісім. Отже, на  шахову  дошку  можна  поставити  не  більше ніж 8 тур так,  щоб  вони  не  били одна  одну.

Задача №3. Чи можна  вивезти 50  каменів вагою 370, 372, 374,…., 468 кг на семи  тритонних  вантажівках?

[image: image268.png]



Розв’язання.  Якщо  це  можна  зробити ,то  хоча б  одну  вантажівку потрібно  буде  завантажити  принаймні 8 каменями (7*7 <50), але  навіть  найлегших  8 каменів  мають  в  сумі  вагу  :370+ 372 +….+ 384=3016 кг,  тобто  3 т 16 кг, що  більше  3т.Маємо  протирічч.я.
Відповідь. Не  можна.

Задача №4. 
За 5 років навчання студент  склав 31  екзамен, причому кожного  року  він  складав більше  екзаменів, ніж  у  попередньому. На  5  курсі  екзаменів втричі  більше, ніж  на  першому. Скільки  екзаменів  на  четвертому  курсі?

[image: image269.png]



Розв’язання.  Нехай на І курсі  студент  склав  п  екзаменів, тоді  на  ІІ  курсі  він  склав  не  менше   п+1 екзаменів, на  ІІІ  курсі – не  менше  п+2   екзаменів, на  ІY –  не  менше  п+3  екзаменів. З іншого  боку,  на  Y курсі  він  склав  3п екзаменів, тому  на  ІY курсі  він  склав  не  більше 3п-1 екзаменів, на  ІІІ  курсі  не  більше  3п -2 а на  ІІ  курсі – не  більше  3п-3 екзаменів. Одержуємо  систему  нерівностей 7п+6  менше, або рівне 31, а 31 менше або рівне  13п -6.  Система  має  єдиний  розв’язок  п=3. При цьому  студент  склав  на  Y курсі  9  екзаменів, на  четвертому  не  більше  8 Якби  на  четвертому  курсі  він  склав 7  екзаменів, то всього  він би  склав  не  більше  3+4+5+6+7+9 =  30  екзаменів.  Отримали  протиріччя.
Відповідь.  8 екзаменів.
Задача №5. [image: image694.wmf]1
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 Яку  максимальну  кількість  натуральних  чисел  від  1  до  50 можна  вибрати  так, щоб серед  них  не  було   двох  чисел  одне з яких  вдвічі  більше  за  друге?

Розв’язання.  Розіб’ємо всі  числа  від  1  до  50 на  33 групи  таким чином:

{1 ;2}, {3; 6}, {5; 10}…,   {25; 50}, {27}, {29},…, {49}  ( всього  25 груп), {4; 8}, {12 ;24}, {20; 40}, {28}, {36}, {44}  (6 груп), {16; 32}, {48}. У нас  рівно  33  групи,  причому  з  кожної  групи  можна  взяти не  більше  одного  елемента,  тому  всього  буде  не  більше  33  чисел. Взявши  по  першому  елементу із  кожної  групи,  ми  одержимо  шуканий  набір, бо  в  розкладі  кожного з цих елементів на  прості  множники двійка  входить  в  парному  степені (частка двох  таких  чисел  або непарна , або ділиться  на  4і  не  може  бути  рівною 2.
Відповідь.  33.
Задача №6. Шестеро  друзів вирішили  в неділю побувати  в  7 кінотеатрах, сеанси в  яких  розпочинаються  в 9,10,11,12,….,17,18,19 годин. На  кожний  сеанс двоє з них  ішли  в  один кінотеатр, решта –  в другий. Ввечері  виявилось, що   кожний з них  побував  в  цей  день у  всіх  семи  кінотеатрах. Довести, що в  кожному  із  семи  кінотеатрів  хоч би  на  одному сеансі  в  цей  день   не  був ніхто  з друзів.  

 Розв’язання. [image: image695.jpg]


Всього  шестеро  друзів  можуть  відвідати  22  кіносеанси.  Якщо  хоч би в одному кінотеатрі  вони  побували на  всіх  сеансах (тобто  на  11), то в  решті  6 кінотеатрах  відвідали  також  11  сеансів, значить, хоч би в одному  кінотеатрі  побували тільки  на  одному  сеансі, звідси  випливає, що  хтось із них в цьому  кінотеатрі  не  був.

Задача №7. Доведіть, що серед будь-яких цілих  чисел знайдуться  два, різниця  яких  ділиться на  2011. 
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Розв’язання. При діленні  даних  чисел  на  2011 ми  можемо  отримати  такі  остачі:  0, 1, 2, 3,…, 2010, отже, серед будь-яких 2012 цілих  чисел обов’язково знайдуться  два  числа, що  мають  однакові  остачі, а тоді їх різниця ділиться  на 2011. Дійсно, два  числа,  що  мають  однакові  остачі, можна  записати  у  вигляді  а=2011х +п  і  в=2011у+п,  де  п- загальна  остача, а різниця дорівнює  а-в=2011(х-у),  тобто ділиться  на  2011  націло.

Задача №8. На  площині  накреслено  12  прямих,  що  проходять  через  точку А. Доведіть,  що  можна  вибрати  дві  з них  так, що  кут  між  ними буде  менший, ніж  16  градусів.
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Розв’язання. Припустимо,  що  кут  між  будь-якими  двома із  цих  прямих не  менший, ніж  16  градусів.  Прямі  розбивають  площину  на  24  кути, тому  їх  сума не  менша, ніж 24
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16=384 градуси, але  з  іншого  боку, їх  сума  дорівнює  360  градусів. Ми  прийшли  до  протиріччя,  яке  доводить, що  знайдуться  дві  прямі, кут  між  якими  менший, ніж  16  градусів.
Задача №9. Іван  написав  на  папері 25  чисел.  Сума  будь-яких  чотирьох  з них додатна.  Доведіть, сума  усіх  25  чисел, що  написав  Іван, теж  додатна.

[image: image698.png]



Розв’язання. Візьмемо  будь-які  чотири  з  25  чисел, що  написав  Іван. Якби  всі  вони були  від’ємні, то  і  їх  сума  була  б  від’ємною,  що  суперечить  умові  задачі.  Отже,  серед цих  25  чисел, має  бути  хоча  б  одне  додатне. Виберемо  це  додатне  число.  Інші  24  числа розіб’ємо  довільно на  шість  четвірок. Сума  всіх  25  чисел – це  сума  обраного  числа (додатного) і сум  обраних  четвірок  (які  додатні  за  умовою  задачі). Сума  додатного  числа  і  чотирьох  додатних чисел є  додатним  числом.

Задача №10.  У  країні Труляляндії  15 міст, кожне  з  яких  з’єднане  дорогами не  менше, ніж  з  сімома  іншими.  Мандрівник  виїхав з  труляляндського  міста  А.  Чи  може він  напевне,  користуючись  дорогами,  дістатися міста В (якщо  потрібно,  проїжджаючи  через інші  міста).
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Розв’язання. Припустимо,  мандрівник  не  може  дістатися міста В з міста А тобто не існує  дороги між  А і В.  За  умовою кожне  з  двох  труляляндських  міст з’єднане  дорогою  не  менше  ніж з  сімома  містами  з 13, що  залишилися. Отже, із цих  13  міст знайдеться  місто С, з яким  з’єднане  дорогою як А, так і В (оскільки 2
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7>13). Це  означає, що з А можна  проїхати  в  В через  місто С.  Таким  чином, із  міста А можна  напевне  дістатися  міста В.

Задача  №11.  Поряд із  станцією  технічного обслуговування «запорожців»  уздовж  дороги  припарковано  100  автівок  різних  марок. Серед  них – 30  червоних, 20  жовтих і 20  білих «запорожців».  Відомо,  що  ніякі  два  «запорожці»  різного  кольору не  стоять поруч. Доведіть, що  тоді  якісь  три  «запорожці»,  що  стоять  поруч –  одного  кольору.
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Розв’язання.  Уздовж  дороги  стоять 70  “запорожців» і 30  автівок інших  марок. За умовою,  поруч із «запорожцем»  може стояти або «запорожець» того  самого  кольору, або  автівка  іншої  марки. Чим  більше «запорожців»  будуть  стояти  парами, то  менше знадобиться  автівок  інших  марок.  Але  «запорожців» 35  пар, і на їх оточення  знадобиться 34  автівки інших  марок. Якщо «запорожці» стоять  не  обов’язково парами, то  автівок  інших  марок знадобиться ще  більше.  Але  автівок  інших  марок за  умовою усього  30, отже, мають  стояти  поряд  три  однакові  «запорожці».
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Задача  №12.  На  шкільних канікулах учнів  щодня  водять у кінотеатр, в якому 7 рядів  по 10  місць  в кожному.  Групу з  50 учнів водили  в  кінотеатр у  понеділок, а  потім  ті  самі  учні пішли  в  кінотеатр  у  вівторок. Чи  знайдуться  серед 50 учнів принаймні  двоє  таких, які у понеділок і вівторок   сиділи в одному й тому  самому  ряді?
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Розв’язання.  Доведемо, що  знайдеться  ряд, у якому  сиділо не  менше ніж 8  учнів. Якби  в кожному з 7 рядів сиділо не більше 7 учнів, то  всього учнів було б не більше 49. Але  учнів  50, отже, у  понеділок в одному  ряду  сиділи  принаймні 8 учнів. Оскільки  рядів усього 7, принаймні двоє з цих  учнів, сиділи в  одному  ряду у  вівторок.

Задача №13. Чи  можна  знайти  57 таких  двоцифрових  чисел, щоб сума  ніяких двох з них не  дорівнювала  100?
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Розв’язання. Припустимо, що можна  знайти 57 двоцифрових чисел, таких, щоб  сума  ніяких  двох  з  них не   дорівнювала  100. Тоді  з  кожної  пари (п,100-п), де  п  приймає  значення  від  10 до 49, обрано не  більше  одного  числа;  таких  пар  40, отже, із чисел від  10 до 90 обрано не  більше  41  числа. Залишається ще 9 чисел від 91 до 99; отже, усього обрано не більше  50 чисел.  Але  ми  припустили, що  обрано  57  чисел, отже, ми прийшли  до протиріччя. Таким  чином,  наше  припущення  невірне і не можна  знайти 57 таких двоцифрових  чисел, щоб сума ніяких двох з них не дорівнювала  100.
Задача №14. На  площині  поставлені  20  точок. Деякі  з цих  точок  з’єднані  відрізками. Доведіть, що серед цих  20 точок знайдуться  двіз  яких  виходить  однакова  кількість відрізків.

Розв’язання.  Якщо  всього  на  площині  20 точок, то з кожної  виходить від 0 до  20  ліній. Але не може бути двох  точок  таких, що  з  однієї  виходить 20  ліній, а з іншої – 0. Тому  обов’язково знайдуться принаймні дві  точки, з яких  виходить однакова  кількість  відрізків.

Задача №15. В екзаменаційну  сесію  студенти  принесли в університет квіти  в  букетах і  розставили їх  по  всіх  аудиторіях на  першому  поверсі. Усього  було  30  букетів  троянд, 20 – гвоздик  і 10 – гладіолусів. В двох  аудиторіях стояли  одночасно і гладіолуси, і   гвоздики, в трьох  аудиторіях – і  гвоздики  і троянди.  Чи могло на  першому  поверсі  університету  бути  55 аудиторій?
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Розв’язання.  Якщо  аудиторій  55, а букетів  60, то, дотриматися  умови задачі, не більше ніж  в  5  аудиторіях можна  поставити  більше  одного  букета. Але  таких  аудиторій 6. Таким  чином, аудиторій має  бути не більше  54, а 55  бути  ніяк  не  може.

Задача №16. На  площині є п’ять точок з цілими  координатами. Доведіть, що  середина хоча б одного з відрізків, які  їх сполучають, має цілі координати.

 Розв’язання.  Якщо  С – середина відрізка  АВ  і А(а1,а2), В(в1,в2), то(а1 +а2)/2,

(а2+в2)/2 – координати  точки С, причому  вони будуть цілими  тільки тоді, коли відповідні координати  кінців відрізка будуть однакової  парності. Утворимо чотири  «ящики»: «предмети», тобто задані точки, будемо  поміщати в «ящики» відповідно до парності їх координат. Оскільки точок 5, а ящиків тільки 4, то хоча б в одному з «ящиків» буде не менше двох точок. Середини відрізків з кінцями в цих точках матимуть цілі координати. 

Задача №17. Доведіть, що  для  кожного натурального  числа п існує натуральне  число, записане тільки  цифрами 0 і 1, яке  ділиться на п .
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Розв’язання. Серед  чисел  а1=1,  а2=11, а3=111,… ,ап+1 =111…. Знайдеться два числа аі  і  аj, різниця яких ділиться на  п. Оскільки аі - аj  = 11..100…0 (одиниць і-j,  нулів j), то ця  різниця і є шуканим числом.

Задача №18.  Довести, що знайдеться  число  виду  19711971…19710…0, яке ділиться на 1972.
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Розв’язання. Запишемо 1972 числа      1971, 19711971, …, 1971…1971 (число 1971 повторене 1972 рази)   і розглянемо  остачі від ділення  кожного з цих  чисел на 1972.  Очевидно, що ні одне з записаних чисел не ділиться на 1972 (так як 1972 парне  число, а числа  непарні), значить, має ненульову остачу. Так як  чисел більше, ніж  ненульових  остач  (чисел 1972, а остач 1971), то знайдеться два  числа з однаковою  остачею, різниця  яких  ділиться на 1972 і має  вид, який вимагає  умова  задачі.               

 Задача №19. Довести, що  для  кожного  натурального числа  п  знайдеться натуральне  число, всі  цифри якого  5 і 0, яке  ділиться  на   п.
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Розв’язання. Доведення аналогічне  доведенню  попередньої  задачі:  потрібно  розглянути  п  чисел виду  50, 5050  і  т.д.

Задача №20. Дано  п+1 різних  натуральних  чисел, менших 2п. Довести, що із них можна  вибрати три  таких  числа, що  одне з них дорівнює  сумі двох  інших.

Розв’язання. Нехай а1 <а2 < ... <ап+1   – дані  числа. Розглянемо  п  різниць:

  а2 – а 1; а3 –а 1;… ап+1 – а1;. вони  додатні, різні  і менші 2п. Таким  чином, у нас тепер (2п+1) натуральних  чисел   ( а1; а2; ,…ап+1, і різниці  а2-а1,… ап+1-а1), кожне з яких  менше  2п.  Тому серед  чисел  є  рівні, але  так як  різні дані  числа і  різні їх різниці, то деяке  число  а к   співпадає  з  одною  із  різниць ак=ар-а1, звідки,а1+ а к= ар,  що  і потрібно  було  довести.
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Розв’яжіть самостійно

Задача №1.  Яку максимальну  кількість  слонів  можна  розставити  на  дошці 1000х 1000 так, щоб вони не били  один  одного?

Задача№2.  З чисел від 1 до 200 вибрали 101 число. Доведіть, що серед них є два числа, одне з яких ділиться на друге.

Задача№3.  На дереві 15 листків. Доведіть, що можна зірвати 8 з них так, що ті, які залишаться, даватимуть  не менше 7/15 початкової тіні.

Задача№4.  Чи правильно, що серед будь-яких 30 різних  натуральних чисел, які  не  перевищують 50, завжди  можна  вибрати два, одне  з  яких  рівно вдвічі  більше від  другого.

Задача№5.  В класі 33 учні, сума  віку яких   становить 430 років. Чи правильне  твердження, що знайдуться в класі 20 учнів, сума років яких більша 260?
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Задача№6.  Чи можна знайти таких два (різних) степені числа 4 у яких:
а) остання цифра однакова?

б)  дві  останні  цифри  однакові?

в) три останні  цифри однакові?
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Задача№7. Чи можна  знайти  такий  натуральний степінь числа 3, який  закінчується на 0001?

Задача№8.  У квадраті зі стороною 12 позначені довільним чином 13 точок. Доведіть,  що серед них обов’язково є дві  точки, відстань між якими не більша за 5.

Задача№9.  На районну  математичну  олімпіаду  зібралося 19 восьмикласників. Частина з них знайомі між собою, а частина – ні, причому, якщо А знає В, то й В знає А . Доведіть, що серед них знайдеться два  учні, які мають однакову  кількість  знайомих.

Задача№10.  На, дошці виписані 16 різних натуральних  чисел, жодне з яких не перевищує 30. Доведіть, що серед виписаних  чисел  обов’язково знайдуться два взаємно простих.
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Відповіді та вказівки до задач розділу VII
№1. Розв’язання.  На одній діагоналі не може стояти більше одного слона, а всього  діагоналей, що йдуть  знизу зліва  вгору направо, рівно 1999, причому на двох крайніх ( кожна з яких  складається з однієї клітинки) може  стояти не більше одного слона, оскільки вони  розташовані на одній перпендикулярній діагоналі. Отже, на дошку не можна  поставити більше 1998 слонів, що не б’ють один
 одного. Це число досягається: наприклад, можна поставити 1000  слонів на верхній ряд дошки й 998 слонів – на нижній ряд, крім кутових клітинок.

№2. Вказівка. Розбийте числа від 1 до 200на 100 груп, в кожній з яких всі числа діляться одне на одне і застосуйте  принцип Діріхле.

№3. Вказівка. Зведіть задачу до випадку, коли тіні листків не перекриваються.

№4. Розв’язання. Неправильно. Можна знайти навіть 33 числа, ні одне з яких не є подвоєним другим числом, хоч всі вони  не перевищують 50.

№5. Розв’язання. Якби  сума  років 20 старших  учнів класу була  не  більше 260, то серед  них були б учні  у віці не більше 13 років, значить, кожний із 13 молодших  школярів  не  старший 13  років, звідси сума їх років не  перевищує 13 х13 = 169 років. Тоді  сума  всіх  років  всіх  однокласників не  перевищувала б   260 +  169 =429 років, що суперечить умові  задачі. Отже,  сума  років 20 старших  учнів більша за 260.

№6. Вказівка. Довести  існування двох різних степенів числа 4, які дають однакові  остачі при діленні на 10, 100, або 1000. 

Відповідь. Можна.
№7. Розв’язання.  Розглянемо 104 різних  степенів  числа 3: 3, 32,33,…(310)4  і остачі при діленні  кожного  степеня на 104 Кожне з чисел дає ненульову  остачу при  діленні на 104 ; різних ненульових  остач  104-1, а чисел 104, значить, знайдуться  два  різних  степені 3m і 3п з  однаковою остачею.  Їх різниця 3m – 3п ділиться на 104, тобто 3m-3п= 104l , або 3п(3m-п-1)=104l.  Так,  як 3п і 104 взаємно прості, а добуток 3п (3m-п -1) ділиться  на 104, то (3m-п – 1) ділиться на 104 або  3m-п-1=104к, звідки 3m-п =104к + 1, що і потрібно було довести.

№8. Розв’язання. Поділимо  квадрат на 12 прямокутників розміром 3х4 і відведемо утвореним прямокутникам   роль «ящиків»,  «предметами»  будуть  точки. Тоді  за принципом Діріхле в деякому  прямокутнику  буде  щонайменше дві точки. Оскільки довжина діагоналі прямокутника  дорівнює 5, а відстань між цими точками не більша від довжини діагоналі, то ці точки і є шуканими.

№10. Розв’язання.  Роль «ящиків» відведіть числовим парам (31-п;п), п = 1,…,15. «Предмети», тобто подані  числа, розкладіть  в «ящики» так, щоб  вони збігалися або з першим, або з другим  числом пари. Тоді  в деякому «ящику» буде  щонайменше два поданих числа, які й будуть взаємно простими.

VIII.  Рівняння з параметрами

Теоретичні відомості

Параметр – величина, значення якої слугують для встановлення відмінності між елементами деякої множини.

Якщо в рівняння (нерівність, систему рівнянь, систему нерівностей) крім невідомих величин, входять числа, що позначені буквами, які не вказані, але вважаються відомими та заданими на деякій числовій множині, то вони називаються параметрами.  
Якщо рівняння (нерівність, систему рівнянь, систему нерівностей) містить параметр і треба знайти його корені залежно від параметра, то таке завдання відносить до задач з параметрами. Розв’язати рівняння з параметром означає знайти множину рівняння з параметром означає знайти множину розв’язків рівняння для кожного значення параметра з його області допустимих значень.

Єдиного підходу до розв’язання рівнянь з параметрами немає. Їх розв’язують, виходячи з особливостей функцій, які входять до них.
Квадратні рівняння з параметром

Алгоритм розв’язування квадратного рівняння з параметром

а2 +вх+с=0
               1)  а=0                               2) а[image: image279.png]=0



            

Розв’язуємо лінійне                 Розв’язуємо квадратне рівняння

рівняння а2 – 1=0                      а2 +вх+с=0
1.Залежно від параметра а розв’яжіть рівняння  

(а2-1) х2 – 2(а-1)х – а2+ 2а -1=0

а) а2-1 = 0                                      б) а2-1[image: image281.png]=0
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1) якщо а =1, то 0х=0, х[image: image287.png]€R;



     1) якщо а=0, то х=1;

2) якщо а=-1, то 4х -4=0, х=1.    2) якщо а[image: image289.png]%0,



то [image: image291.png]X, = 1,%,
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Відповідь. При а=1 х – будь - яке число; при а[image: image295.png]e{—1;0)



;

при а  [image: image297.png]e(+1;0}x, = 1,x,



=[image: image299.png]1+a.





Розв’язуємо разом

Задача №1.  Розв’яжіть рівняння а2(х-2) -3а = х+1.
Розв’язання. Після перетворень дане рівняння матиме вигляд:

х (а2-1) =2а2+3а+1. Коли а=1 і а=-1, то двочлен а2–1  перетвориться в нуль, тому рівняння в цих випадках потрібно розглядати окремо. Нехай а=1, тоді рівняння 0х=6  не має розв’язку. Коли а=-1, то рівняння 0х=0 має безліч коренів.

Якщо а ≠ ±1, то х=[image: image301.png]


  або х=[image: image303.png]2a+1




.
Задача №2.  Розв’яжіть рівняння [image: image305.png]


  +[image: image307.png]


   відносно х.

Розв’язання.  ОДЗ [image: image309.png]a¥l,
a=0.

{
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  +[image: image313.png]



Після зведення дробів до спільного знаменника, перейдемо до лінійного рівняння   відносно х. а х + а х - х =4а2-1, х(2а-1)=4а2-1.

Якщо а=[image: image315.png]


 , то рівняння набуває вигляду 0[image: image317.png]


х=0 і має безліч коренів.

При а≠[image: image319.png]


  х=2а+1.
Враховуючи ОДЗ, запишемо відповідь.

Відповідь. При а=[image: image321.png]


 х – будь-яке число; при а≠[image: image323.png]


 , а≠0; а≠1 х= 2а+1;  при а=0, а=1 коренів немає.

Задача №3.  Залежно від параметра в розв’яжіть нерівність
(в2+ в - 2)х ≥ в2+ 2в.
Розв’язання. (в2+ в - 2)х ≥ в2+ 2в.
          1) в2+ в - 2[image: image325.png]>0



,         2)   в2+ в – 2  =0,                3)   в2+ в - 2[image: image327.png]<0
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            2)   в2+ в – 2  =0  
           а) в=1                                   б)в = - 2

           0х[image: image339.png]


                                  0 х[image: image341.png]
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         Розв’язків немає                 х[image: image343.png]ER



                               

            3)   в2+ в - 2[image: image345.png]<0
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       при в[image: image349.png]€ (—2;1)
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IХ. Геометричні  задачі


Розв’язуємо разом

Задача №1. У прямокутному  трикутнику ХМN (кут Х прямий) вершини квадрата  А і Д , що  вписаний в трикутник XMN так, що сторона квадрата лежить на гіпотенузі  спроектовані на сторони XM та  XN. Довести , що  точки К1 ,О ,К2  належать одній  прямій.


Доведення. Трикутники ХВС, К1АВ,  К2СД рівні , та трикутники ВК1А  та ДК2С симетричні відносно центра  квадрата точки О. Отже, точки К1,К2,О належать одній  прямій.

Задача № 2.  (Обласна  олімпіада  9 клас , 1998 р). Через точки дотику вписаного в трикутник кола зі сторонами цього трикутника  провели  прямі, паралельні  бісектрисам протилежних кутів . Доведіть , що ці прямі  перетинаються в одній точці.

Доведення.  Нехай А1,В1,С1 – точки  дотику кола в трикутнику АВС. Бісектриса  кута А перпендикулярна С 1В1 , що виходить з точки А1є висотою трикутника А1В1С1. Аналогічно, дані прямі, що виходять  з точок В1 та С 1 теж є висотами трикутника А1В1С1, а отже прямі перетинаються в одній точці, що й треба було  довести.
Обласна олімпіада 1997 р, 8 клас

 Задача №3.  АЕ – бісектриса  в трикутнику АВС. Точка  D належить АС. Кут DВС дорівнює сумі кутів  А і С.  Довести, що DЕ –  бісектриса кута ВDС

[image: image350.jpg]



Доведення. В доведенні використовується властивість бісектриси: відстані від будь-якої точки бісектриси  до  сторін кута рівні. З точки Е опустимо перпендикуляри ЕХ, ЕУ, ЕZ  на АВ, BD, DC. Для того, щоб  показати, що DE – бісектриса кута, покажемо, що EY = EZ .EX= EZ, бо АС  – бісектриса кута А.


[image: image351.wmf]Ð

DBC= 
[image: image352.wmf]Ð

A+ 
[image: image353.wmf]Ð

C (за умовою),  
[image: image354.wmf]Ð

XBE –  зовнішній  до  кута АВС, тому 
[image: image355.wmf]Ð

XBE= 
[image: image356.wmf]Ð

A +
[image: image357.wmf]Ð

C = 
[image: image358.wmf]Ð

DBE.  EX= EY, бо   
[image: image359.wmf]Ð

VBE=
[image: image360.wmf]Ð

XBE.
EY= EZ, звідси випливає, що DE – бісектриса  
[image: image361.wmf]Ð

BDC.

Задача №4.  (обласна  олімпіада 1999р 8 клас)


АВСD – трапеція (АD паралельна ВС). Бісектриса кута АВС перетинає середню  лінію трапеції в точці Р, основу АD в точці  Q. Знайти  кут АРQ.
[image: image362.jpg]



Розв’язання. Нехай KL –  середня  лінія  трапеції АВСD. Так як АD паралельна ВС, а BQ – січна, то 
[image: image363.wmf]Ð

AQB= 
[image: image364.wmf]Ð

 QBC= 
[image: image365.wmf]Ð

ABQ ( бо  BD – бісектриса ), тоді трикутник ВАD – рівнобедрений. Так як точка Р належить відрізку KL, то ВР=РQ,  тобто АР – медіана, висота, звідси  
[image: image366.wmf]Ð

АРQ= 90
[image: image367.wmf]о

. 

Задача №5.  (Обласна  олімпіада 1997 р. 9 клас).
    В трикутнику  АВС  через точки А1, В1, С1 позначимо середини сторін ВС, АС,АВ відповідно. Довести, що 
[image: image368.wmf]Ð

A1AC = 
[image: image369.wmf]Ð

АА 1В.

Доведення. В задачах пов’язаних з кутами корисно використовувати  допоміжне коло. Нехай точка М – точка перетину медіан трикутника АВС. Нехай 
[image: image370.wmf]Ð

АВВ1 =   
[image: image371.wmf]Ð

 А 1АС, ці кути  рівні 
[image: image372.wmf]Ð

АА1С1, так як  А1С1 паралельна АС  (як середня лінія трикутника АВС). Тоді  точки М, А1, В, С1  належать одному  колу. МА1ВС1  вписаний  чотирикутник.  
[image: image373.wmf]Ð

СС 1В + 
[image: image374.wmf]Ð

АА1В = 180о, 
тобто 
[image: image375.wmf]Ð

АА1В = 180 о –
[image: image376.wmf]Ð

СС1В=
[image: image377.wmf]Ð

 АС1С, що й треба було довести.

Побудова і дослідження геометричних фігур.

Задача №6.  Дано кут і точка всередині нього. Провести  пряму  через цю точку, так, щоб її  відрізок між сторонами кута ділився  даною точкою пополам.

[image: image378.jpg]



Розв’язання. З’єднати  точку М з вершиною О кута, збільшити вдвічі відрізок ОМ до відрізка ОА (М – середина ОА) і побудувати паралелограм ОВАС, сторони  ОВ і ОС якого лежать на  сторонах даного кута, а  ОА є його діагоналлю. Тоді  М – середина діагоналі  ОА (за  побудовою), тому друга діагональ ВС  пройде через дану точку  М і поділиться нею пополам. Відрізок ВС – шуканий.

Задача №7. Побудувати  трикутник за трьома медіанами.

Побудова. Побудувати трикутник АОО1 такий, що АО = 2/3mа , АО1 = 2/3mв , ОО1 =2/3 mс, провести медіану з вершини А, збільшити її  вдвічі, отримаємо  АВ  - основу   шуканого трикутника АВС. Збільшивши вдвічі   відрізок  О1О, отримаємо відрізок О1С; точка С буде  третьою вершиною  трикутника АВС.

Задача №8. Знайти  множину  точок  площини, віддалених  від  квадрата з стороною  2 см    на  відстані   1 см.
Розв’язання. Центр  квадрата і  замкнута  лінія, що  оточує даний  квадрат і складається з  чотирьох  відрізків, які  рівні і паралельні до  сторін  квадрата і чотирьох  четвертей кіл  одиничного  радіуса, що з’єднує ці   відрізки.

Задача №9. В чотирикутнику  три  тупих  кути. Довести, що із двох його  діагоналей  більшою є та, яка  проведена  із  вершини гострого  кута.

Доведення. Проведемо  діагональ l, яка  виходить з вершини  гострого  кута і  побудуємо  на ній, як на діаметрі, коло. Так як дві  вершини, які не лежать  на цьому діаметрі, є  вершинами  тупих  кутів, то  вони   лежать  всередині круга;   значить, діагональ, що  їх  з’єднує, менша  за  діаметр, тобто діагоналі  l.

[image: image379.jpg]



Задача №10.  В площині  розташовано    п  однакових  зубчастих  коліс так,  що  перше  зчеплене  зубцями   з  другим, друге  – з третім і так  далі, а в  кінці останнє  п-е колесо  зчеплене з першим.  Чи можуть  обертатися колеса  такої  системи?

Доведення.  Два  будь-яких сусідніх колеса  обертаються в протилежних  напрямах, значить, перше і  останнє  колеса також  мають  протилежні  напрями  обертання, що  можливе тоді  і  тільки  тоді, коли  число коліс  парне.  Тобто,  колеса  такої  системи   можуть  обертатися, якщо  число коліс  парне, і не можуть  обертатися , якщо  число  коліс  непарне.

Задача №11. Чи  можна розрізати опуклий сімнадцятикутник на 14 трикутників?

Доведення. Сума  внутрішніх  кутів  опуклого  сімнадцятикутника дорівнює 2d(17-2)= 30d, а  сума кутів  чотирнадцяти трикутників дорівнює 14х 2d= 28d, при  розрізанні многокутника  на  трикутники сума  внутрішніх  кутів трикутників буде не меншою  суми внутрішніх кутів многокутника. Тобто, опуклий сімнадцятикутник  не  можна  розрізати  на 14 трикутників.

Задача №12. Висоти  трикутника АВС перетинаються  в точці Н. Відомо, що НС =АВ. Знайдіть кут при вершині C.
Розв’язання.  Нехай  K,L,M  –  середини сторін  ВС, СА, АВ відповідно, О – центр  описаного  кола. Трикутники АВС і  KLM подібні  з  коефіцієнтом ½. Звідки ОМ = 1/2 НС. Тому в прямокутному  трикутнику ОМВ:  ОМ= МВ, кут ОМВ =45о. Аналогічно  кут МОА =45о , отже кут АОВ =90о. Відповідь. 45 або 135 градусів.
Задача №13. Відомо, що медіана і висота, проведені з однієї  вершини трикутника, ділять кут при даній  вершині на три рівні частини. Доведіть, що даний  трикутник–  прямокутний, знайдіть його гострі кути.

Вказівка. Опишіть  навколо  трикутника АВС коло та проведіть медіану АМ, бісектрису АL та висоту АН до перетину з колом  в точках N, E та D  відповідно. Доведіть, що трикутник МАЕ рівнобедрений.  Тоді МА= МЕ. Крім того МВ= МС, звідки легко  вивести, що М – центр нашого  кола. Отже,  трикутник АВС – прямокутний.
Відповідь.  30о та 60о.

 [image: image380.jpg]
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Задача №14.  На колі, описаному навколо правильного  трикутника АВС, довільним чином вибрали точку.  Знайдіть   суму квадратів  відстаней   від цієї  точки до  вершин трикутника, якщо  сторона трикутника   дорівнює  а.

Вказівка. Нехай   МА =х, МВ = у, МС =z, де М – точка  описаного  кола, О – центр описаного  кола. Знайдіть суму х2+у2+z2  тричі  застосувавши теорему косинусів до трикутників ОМА, ОМВ, ОМС. Відповідь. 2а2.  
Задача №15. На площині дано трикутник АВС. Знайдіть множину  точок Р, для яких 2SАВР = 3SВСР.
Вказівка. Скориставшись тим , що відстані від точок А і С  до прямої ВР відносяться як 3:2, доведіть, що шукана множина – пряма, що проходить через точку В.
[image: image381.png]



                             Розв’яжіть самостійно

[image: image382.jpg]



Задача №1.  Дано опуклий чотирикутник АВСD, площа якого дорівнює S.  На його  сторонах АВ, ВС, СD , DА  обрано  точки E, F ,P ,H так що  АЕ= 2ЕВ,  FC = 3 FB, FC =3FB , CP= PD ,AH =5HD.  Знайдіть площу шестикутника  АЕFСРН.

Задача  №2. Довжина основи АВ  трапеції АВСD вдвічі  більша  від  довжини основи  CD    і в двічі  більша від бічної  сторони AD. Довжина діагоналі АС дорівнює  а, довжина бічної  сторони ВС дорівнює  в. Знайдіть  площу  трапеції  ABCD.

Задача №3.  Доведіть ,що  якщо у двох  опуклих чотирикутників  середини  сторін збігаються , то їх площі рівні.

Задача №4.  Знайдіть  множину всіх точок проекцій даного  відрізка АВ на  площині на всі  можливі  прямі , які  проходять через дану  точку О.

Задача №5. Два кола  радіусом R   дотикаються у точці  К. На одному  з них  взято  точку А , на іншому  –  точку В так, що кут АКВ дорівнює 90 градусів. Довести , що  АВ = 2R.

Задача №6. На відрізку АЕ по один бік від нього побудовано  рівносторонні трикутники  АВС і  CDE. М і Р середини  відрізків  AD  і ВЕ.

 Доведіть,  що  трикутник СРМ  рівносторонній.

Задача №7. На основі даного трикутника знайдіть  таку  точку , що пряма , яка з’єднує  основи перпендикулярів, проведених  з цієї точки  на бічні сторони, паралельна  основі.

Задача №8. Кожна діагональ  чотирикутника ділить його на трикутники однакової площі.  Доведіть, що цей  чотирикутник – паралелограм. 

Відповіді та вказівки до задач розділу ІХ
№1. 11/12S.
№2. Вказівка. Чотирикутник ADCM –  ромб, діагоналі якого  дорівнюють  а і в, М – середина  основи АВ.    Відповідь. 3/4ав.
№3   Вказівка.  Площа  чотирикутника, вершини якого  є середини  сторін даного чотирикутника  (відомо, що це  паралелограм), дорівнює половині площі даного чотирикутника.

№4. Розв’язання.  Круг без межі  концентричний даному  колу  такий, що має втричі більший  радіус.  Якщо кут  А  трикутника  АВС  дорівнює а, то кут між  висотами, проведеними  з вершин ВіС  дорівнює П– а.  Тому   точка  перетину висот лежить на кол, рівному  даному, причому такому, що перетинається з ним  в  точках В і С. 

№5.   Вказівка.   Розглянути паралельний перенос  на  вектор О 1О2, де О1 і О2  – центри кіл.

№6. Розв’язання. Розглянемо  поворот на 60о відносно точки С, що переводить  точку Е в точку А, тобто відрізок ВЕ  переходить  у відрізок AD. Тому середина Р відрізка ВЕ  переходить  в середину М відрізка AD. Тобто  трикутник СРМ  рівносторонній.

№7. Розв’язання. Нехай АВС – даний  трикутник з основою АС. Проведемо  прямі, перпендикулярні  сторонам АВ в точці А і ВС в точці С. Нехай D –  точка  перетину цих прямих, а пряма BD  перетинає АС в точці Е. Точка Е  – шукана.

№8. Вказівка. Доведіть спочатку, що дві діагоналі ділять чотирикутник на 4 трикутники  однакової площі, тобто точка перетину діагоналей  ділить їх навпіл.

                        
Х.  Діофантові рівняння

Теоретичні відомості

Лінійним рівнянням з двома змінними називається рівняння виду ах+ву=с, де   х, у - змінні, а, в, с – числа, а та в одночасно не дорівнюють 0.

Діофантові рівняння – це алгебраїчні рівняння з цілими або раціональним коефіцієнтами, в яких вимагається визначити цілі або раціональні розв'язки. У   діофантових рівняннях кількість невідомих більша за кількість рівнянь, тому їх ще називають невизначеними.

Алгоритм Евкліда.  Спосіб відшукання найбільшого спільного дільника двох чисел за допомогою послідовного ділення з остачею називають алгоритмом Евкліда. Він ґрунтується на таких властивостях:

1. Якщо числа а і в мають дільником одне і те ж саме число п, то п є дільником остачі r від ділення цих чисел. Коли одне з чисел і остача мають спільний дільник, то він буде дільником і другого числа.

2. Нехай а і в цілі числа, в
[image: image383.wmf]ñ

0. Якщо а ділиться на в, то НСД(а;в)=в.

3. Якщо а=вq+r, де а, в і r відмінні від нуля цілі числа, то НСД(а;в)=НСД(в;r).
4. Для будь-яких чисел а і в, які одночасно не дорівнюють 0, найбільший спільний дільник завжди існує і дорівнює останній відмінній від 0 остачі алгоритму Евкліда.

Приклад 1. Знайти НСД(893; 987).

Розв’язання. Знайдемо остачу від ділення більшого числа на менше:

978 = 893 
[image: image384.wmf]1

×

+ 94. Остача не дорівнює 0. Знайдемо остачу від ділення числа 893 на 94:

893 = 94 
[image: image385.wmf]´

 9 + 47. Далі знову виконаємо ділення  94 на 47: 94 = 47 
[image: image386.wmf]´

 2.

В останньому випадку остача дорівнює 0. Згідно властивостей ( 2 і 3 ) маємо:

НСД(893;987) = НСД(893;94) = НСД(94;47) = 47.

Відповідь: 47.

Умови існування цілих розв'язків лінійних діофантових рівнянь.


Нехай дано рівняння виду ах + ву = с, де х та у- змінні, а, в, с – цілі числа. Якщо НСД(а; в)= 1, то рівняння має безліч цілих розв'язків.


Нехай НСД(а; в) = d ≠ 1. Якщо число с не ділиться на d, то рівняння не має  цілих розв'язків. Якщо число с  ділиться на d, то рівняння має безліч цілих розв'язків.

Розв’язування лінійних рівнянь з двома змінними в цілих числах способом підбору

Нехай знайдено пару цілих чисел (х0; у0), що задовольняє рівняння   ах + ву = с. Тоді справедлива рівність: ах0+ву0=с. праві частини двох останніх рівностей рівні, тому прирівняємо ліві частини цих рівностей:

ах + ву = ах0+ву0 ,тобто а(х-х0)=-в(у-у0), звідси:
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     Ліва частина рівності є цілим числом, тому і права частина повинна бути цілим числом, а і в – взаємно простими, тоді 
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, у-у0=-аn, nєZ.

 З останніх рівностей знайдемо змінні х і у: х=х0+вn, у=у0 – аn, nєZ. Це і буде загальний розв’язок рівняння ах+ву=с в цілих числах.

Алгоритми розв′язування в цілих числах деяких видів діофантових рівнянь
1). х + ву= с. Рівняння має цілі корені, бо НСД(1; в)= 1. Виразимо х через у:

х = с – ву. Якщо змінна у набуватиме будь-яких цілих значень, то можна обчислити відповідні значення змінної х. Отже рівняння має цілі розв'язки:

 х = с – вк,  у = к,   к є Z. 

2).ах + у = с. НСД(а; 1) = 1, тому рівняння має цілі розв'язки: х = к, у = с – ак,

 к є Z.

3). Якщо в рівнянні ах + ву = с  а + в = с  (а – в =с), то пара (1; 1) ((1 ; -1)) є цілим розв′язком даного рівняння. Тоді загальні формули цілих розв’язків рівняння будуть такими: х = 1 + вп, у = 1 – ап, де п є Z (х = 1+ вп,
 у = -1– ап, п є Z ).

  Приклади:
  Розв’язати рівняння в цілих числах:

   а) 2х + у =5;      б)5х – 3у = 8;      в) 3х + 5у =9;      г) ах + ву = 0.

Розв’язання.
           а) Оскільки НСД(2;1) = 1, то рівняння має цілі розв’язки. Маємо: у = -2х+5. Звідси х = к і у = -2к+5, де к
[image: image390.wmf]Î

Z – загальний вигляд цілих розв’язків даного рівняння. 
Відповідь.  х = к, у = -2к=5, к
[image: image391.wmf]Î

Z.
            б) НСД(5; 3) = 1,тому дане рівняння має цілі розв’язки. Оскільки а-в=с, то пара чисел (1; -1) є розв’язком рівняння. Тоді загальні формули цілих розв’язків мають вигляд: х = 1+3п, у = -1+5п, п є Z.
Відповідь.  х =1+ 3п, у = -1+5п, п
[image: image392.wmf]Î

Z. 

            в) Рівняння має цілі розв’язки. Число 9 ділиться на 3 націло. Отже, (3;0) – цілий розв’язок рівняння. Звідси: х = 3+5п, у = -3п, п є Z.
 Відповідь.  х = 3+5п, у = -3п, п
[image: image393.wmf]Î

Z.

            г) Рівняння має цілий розв’язок (0; 0). Звідси: х = вп, у = -ап,

 п
[image: image394.wmf]Î

Z.   
 Відповідь: х = вп, у = -ап, п
[image: image395.wmf]Î

Z.

          Знаходження натуральних розв’язків діофантових рівнянь.


Спосіб оцінювання. При знаходженні натуральних розв’язків лінійних рівнянь виду ах+ву = с, де коефіцієнти є натуральними числами, доцільніше оцінити найбільші значення, яких можуть набувати змінні.

    Приклади.

Розв’язати рівняння в натуральних числах:

а) 8х+15у = 105;

б) 7х+4у = 63;

в) 5х+6у = 74.

Розв’язання. а) Рівняння має цілі розв’язки. (0; 7) – один із розв’язків. у=6 – найбільше можливе натуральне значення змінної у. Якщо у=0, то х=13,125. х=13- найбільше можливе значення змінної х. у=-
[image: image396.wmf]15

8

х+7. Оскільки х
[image: image397.wmf]£

13 і х кратне 15, то не існує натурального значення, яке б задовольняло  ці умови. Відповідь: рівняння не має натуральних розв’язків.

б) Рівняння має цілі розв’язки. Якщо х=0, то у=15,75. у=15- найбільше можливе натуральне значення у. Якщо у=0, то х=9. Найбыльше можливе натуральне значення змынноъ х- число 8. Виразимо змінну х (63 ділиться  на 7):    х=-
[image: image398.wmf]7

4

у+9.

Значення у має бути кратне 7 і не більше 15. Отже, у=7 або у=14. Відповідні значення х: х=5 або х=1. 
Відповідь: (5; 7), (1; 14).

 в)рівняння має цілі розв’язки. Коли х=0, то у=12
[image: image399.wmf]3

1

. Найбільше можливе натуральне значення змінної у - число 12. Якщо у=0, то х=14,8. Найбільше можливе натуральне значення змінної х - число 14. Число 14 не ділиться ні на4, ні на 6. Виразимо змінну х через у:

х=
[image: image400.wmf]5
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=14-у+
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. Підставимо замість у значення від 1 до 12, намагаючись одержати ціле значення дробу. Маємо у=4 або у=9, відповідні значення х: х=10 або х=4. Відповідь: ( 10; 4 ), (4 ; 9 ).

     Лінійне представлення найбільшого спільного дільника. 


Нехай дано рівняння ах + ву = с і НСД(а; в) = d. Тоді має місце така властивість: якщо число d є найбільшим спільним дільником чисел а і в, то існують такі цілі числа k i l, що виконується рівність: d = ka + bl. 

 Приклади. а) Знайти найменший натуральний розв’язок рівняння

                                           500х-7у=1.

       б) розв’язати в натуральних числах рівняння

                                     201х-1999у =12.

Розв’язання.

  а) Застосовуємо алгоритм Евкліда для пошукуНСД чисел 500 і 7 : 

500= 7
[image: image402.wmf]´

71+3, 7=3
[image: image403.wmf]´

2+1. Отже, НСД (500;7)=1. З останньої рівності виразимо число 1:  1=7-3
[image: image404.wmf]´

2. З першої рівності виразимо число 3 і підставимо його  в останню рівність:

   1=7-(500-7
[image: image405.wmf]´

71) 
[image: image406.wmf]´

2=-500
[image: image407.wmf]´

2+7
[image: image408.wmf]´

143.

Маємо рівність:

                                            -500
[image: image409.wmf]´

2+7
[image: image410.wmf]´

143=1.

Порівняємо ліву чпстину рівняння і ліву частину останньої рівності.

Числа х=-2 і у=-143 задовольняють рівняння. Загальний розв’язок запишемо у вигляді:      х=-2+7n,у=-143+500n, n 
[image: image411.wmf]Î

 Z.

 Нам потрібні натуральні розв’язки, тому: 
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[image: image414.wmf]
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Отже,   n=1;2;3… Найменший натуральний розв’язок при  n=1:  х=5, у=357.

  Відповідь: (5;357).

 б) розглянемо спочатку рівняння  201х-1999у=1. Розв’яжемо його як попереднє рівняння. Знайдемо НСД чисел 201 і 1999 за допомогою алгоритму Евкліда:

                                                1999=201
[image: image415.wmf]´

9+190,

                                                 201=190
[image: image416.wmf]´

1+11,

                                                  190=11
[image: image417.wmf]´

17+3,                                                     

                                                   11=3
[image: image418.wmf]´

3+2,

                                                     3=3
[image: image419.wmf]´

1+1.

    Запишемо лінійне представлення НСД(1999;201)=1:

1=3-2
[image: image420.wmf]´

1=3-(11-3
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3)=3
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4-11
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1=(190-11
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17)
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4-11
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1=190
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4--- 

-11
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69=190
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4-69
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(201-190)=190
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73-69
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201=73
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(1999-201
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9)-  

-69
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201=73
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1999-201
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726.

Маємо рівність: 73
[image: image438.wmf]´

1999-201
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726=1 або -201
[image: image440.wmf]´

726+1999
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73=1.

Помножимо обидві частини останньої рівності на 12, щоб  праві частини рівняння і останньої рівності стали рівні:

                                            -201
[image: image442.wmf]´

726
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12+1999
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73
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12=12

Або                                      201
[image: image446.wmf]´

 (-8712)- 1999
[image: image447.wmf]´

 (-876)=12.

        Пара чисел(-8712;-876) задовольняє дане рівняння.

Загальні формули розв’язків 
[image: image448.wmf]{

х=-8712+1999k, у=-876+201k, k
[image: image449.wmf]Î

Z.

   Знайдемо натуральні розв’язки, розв’язавши систему нерівностей:
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Одержимо: 
                             
[image: image451.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

>

>

67

24

4

1999

716

4

k

k


             k=5;6;7;...

Kоли k=5, матимемо найменший натуральний розв'язок: х= 1283, у=129.

Отже, загальні формули натуральних розв'язків такі:
                            х=1283+1999n,       y=129+201n, n=0;1;…

Відповідь:       х=1283+1999n,         y=129+201n,  n=0;1;…


Розв’язуємо разом
Задача №1. Голодні Малюк і Карлсон  з’їли торт і стали ситими. Відомо, що голодний Карлсон легший від ситого Малюка, А ситий Карлсон має таку вагу, як два голодні Малюки. Чия маса більша: торта чи голодного Малюка?

Розв’язання.  Нехай m i k – вага голодних Малюка і Карлсона відповідно, а M i K – відповідно їхня вага, коли вони ситі. Тоді, за умовою задачі, М > k  і  K=2m. Тому вага торта становить:

                  (M+K) – (m+k) =M+2m – m-k=M-k+m>m,бо M>k.

Відповідь. Вага торта більша.

Задача №2.  У натурального числа п є такі два різні натуральні дільники  а і в, що (а-1)(в+2)=п-2. Доведіть, що 2n – квадрат натурального числа.

Розв’язання. Оскільки ab+2a – b=n, a I b – різні дільники числа n, то b ділиться на а, а  2а ділиться на b. Звідси маємо: b=2a i 2n = 4a2 = (2a)2, що і треба було довести.

Задача №3. На одній із фірм працюють 10 співробітників. Щомісяця директор фірми підвищує зарплату на 1 грн. рівно дев’яти співробітникам (за своїм вибором). Як директору підвищувати  зарплату так, щоб зробити її однаковою для всіх співробітників? (На початок заснування фірми зарплати всіх співробітників були різними і виражались цілими числами гривень).

Розв’язання. Той, кому недодали 1 гривню до зарплати, відносно інших співробітників, цю одну гривню втрачає. Небудемо доплачувати співробітникуз найбільшою зарплатою до тих пір, доки його зарплата не зрівняється з тією, яка була найменшою. Відтак, найменшу зарплату будуть одержувати два співробітники. Потім знову виберемо співробітника з найменшою зарплатою і не будемо йому доплачувати доки його зарплата не зрівняється з тією зарплатою, яка була найменшою. Одержимо три співробітники з найменшою однаковою зарплатою. Зробивши таке рівно дев’ять разів, директор вирівняє всі зарплати співробітників.

Задача №4.  На складі є цвяхи у ящиках по 24, 23, 17 і 16кг. Чи можна відпустити зі складу 100кг цвяхів, не розкриваючи ящиків? 

Розв’язання. Задачу можна розв’язати безпосередньо методом підбору .

     Наведемо алгебраїчний спосіб розв’язання цієї задачі.

     Нехай x, y ,z ,t – кількості ящиків по 24, 23,17,і 16 кг відповідно. Маємо рівняння: 24x+23y+17z+16t = 100.

Розв’яжемо рівняння методом розсіювання.
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         Виразимо змінну з останньої рівності:
                                             z= 4-8x-7y-16n .

  Маємо цілі розв’язки рівняння:

(m;k;4-8m-7k-16n;17n+7m+6k+2), m,n,k
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Для пошуку невід’ємних розв’язків  розв’яжемо систему нерівностей:
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Невід’ємний  розв’язок: (0;0;4;2)

Відповідь. 4 ящики по 17 кг, 2 ящики по 16 кг.

Задача 5. Шалтай-Болтай ходить лише вздовж однієї прямої. Рухаючись вліво він за хвилину робить 37 кроків, а рухаючись вправо – 47 кроків. Чи може він так організувати свої рухи, щоб менше ніж за годину опинитися через ціле число хвилин на відстані одного кроку від свого початкового розміщення.

 Розв’язання. Нехай  х - кількість кроків апри русі вліво, у - кількість кроків при русі вправо. Рівняння: 37х + 47у = 1. Розв’яжемо його за допомогою ланцюгових дробів:
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 Запишемо рівність, утворену з чисельників останніх дробів: 14·37-11·47=1.

Порівнявши останню рівність і умову, одержимо цілий розв’язок (14;-11).

Загальні формули цілих розв’язків: х=14+47n; y= -11-37n; n
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         Нехай Шалтай-Болтай   опинився на один крок ліворуч від початкового місця, тоді х>0,y<0:   
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         Нехай Шалтай – Болтай опинився на один крок праворуч від початкового місця, тоді x<0,y>0:
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Відповідь: Може або за 14 кроків вліво і 11 кроків вправо, або за 33 кроки вліво і 26 кроків вправо.

Задача 6. Знайдіть усі натуральні числа m і n, які задовольняють рівність mn2=2009(n+1).

 Розв’язання. Числа n i n+1 – взаємно прості. Якби у них був спільний дільник d>1, то n=k1d, n+1=k2d, тоді 1=(n+1)-n =d(k2-k1), тобто d є дільником одиниці, що суперечить припущенню. Тому для заданої рівності мають виконуватись такі  умови: m повинно ділитися на n+1, а  2009 на n2. Оскільки 2009 = 72
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41, то можливі два випадки: n=1, або n=7. При n=1 маємо m=2009
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2=4018. При  n=7 маємо  49m=2009
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8, звідки m=41
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8=328.
Відповідь: (4018;1); (328;7).

Задача 7. Розв'яжіть рівняння х2 – ху – 2у2 = 7 у цілих числах.
Розв'язання. Перепишемо рівняння у вигляді (х – 2у)(х + у) = 7. 
Оскільки х, у – цілі числа, то можливі такі випадки:  

1) 
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Розв'язавши ці системи, дістанемо розв'язки: 
(3; -2), (5; 2), (-3; 2), (-5; -2).

Задача 8. Додали суму, різницю, добуток і частку від ділення двох цілих
чисел і дістали 450. Знайдіть ці числа.

Розв'язання. Позначимо одне з цих чисел через х, а друге –  через у. Тоді 
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Бачимо, що 
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 повинно бути цілим числом. Перепишемо наше рівнян​ня у вигляді 
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. Зауважимо, що 450 = 1∙2∙32∙52. Тому (у + 1) може набувати лише значення: 12; 32; 52; 152. Переберемо всі випадки і дістанемо    

 такі пари чисел:
 (28; 14), (100; 2), (72; 4), (-32; -16), (-200; -4), (-108; -6), (-900; -2).

Задача 9. Знайдіть у цілих числах розв'язки рівняння х + у = х2 – ху + у2.
Розв'язання. Розв'яжемо рівняння відносно у. Дістанемо: 
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.  Оскільки корені рівняння мають бути дійсними, то 3(х – 1)2 ≤ 4, тобто 
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. Розв'яжемо цю нерівність в цілих числах і дістанемо х = 0, x = 1, x = 2. Для кожного з цих значень х дістанемо відповідні цілі значення у. Остаточно матимемо такі пари: (0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 2), (2; 1), (2; 2).

Задача 10. Доведіть, що рівняння 
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 не має розв'язків у нату​ральних числах.

Розв'язання. Нехай х0, у0 – натуральні числа, що задовольняють це рівняння. Не​хай для визначеності х0 ≥ у0 > 0. Тоді 
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. Тому у0 = 1 в рівнянні, і доходимо рівності 
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, яка для натуральних значень х0 не виконується. Отже, вихідне рівняння не має розв'язків у нату​ральних числах.

Задача 11. Сума декількох послідовних натуральних чисел, починаючи з чис​ла 1, дорівнює тризначному числу, всі цифри якого рівні. Скільки взято чисел?

Розв'язання. Тризначне число 
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 можна подати так: 
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 = 100а +10a + a = 111а = 37∙3а, 

де а – одна з цифр 1, 2, 3, ..., 9. Оскільки 1 + 2 + ... + п = 
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, то 
n(n + 1) = 2∙3∙37а. Отже, або п, або n + 1 ділиться на 37. 

Якщо п = 37k, то k(37k + 1) = 6а < 54, звідки к = 1. 

Якщо п = 37, то 
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 не задовольняє умову задачі.

Якщо п + 1 = 37k, то k(37k – 1) = 6а < 54. Тому k = 1. У цьому випадку 
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Отже, n = 36.

Задача 12. Розв'яжіть у цілих числах рівняння 35x – 2004у = 11.

Розв'язання.  Для знаходження конкретного розв'язку скористаємось алгоритмом Евкліда. НСD(2004; 35) = НСД(35; 9) = НСD(9; 8) = НСD(8; 1) = 1. Запи​шемо цей процес у зворотному напрямку:

1 = 8 – 7 ∙ 1 = 8 – 7(9 – 8) = 8 ∙ 8 – 7 ∙ 9 = 8(35 – 3∙9) – 7∙9 =

= 8 ∙ 35 – 31 ∙ 9 = 8 ∙ 35 – 31 – (2004 – 57 ∙ 35) = 1775 ∙ 35 – 31∙2004.

Отже, пара (1775; 31) є розв'язком рівняння 35х – 2004у = 1. Тоді пара чисел х0 = 1775∙11 = 19525, у0 = 31 ∙ 11 = 341 є розв'язком рівняння 

35х – 2004у = 11.

Міркуючи так, як і в попередній задачі, дістанемо загальний розв'язок рівняння: х = 19525 + 2004k, у = 341 + 35k, k 
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Задача 13. Розв'яжіть у цілих числах рівняння x3 + 3y3 = 9z3. 

Розв'язання.  Легко бачити, що x = y = z = 0 є розв'язком даного рівняння. Доведемо, що інших розв'язків немає. Припустимо протилежне, що існують інші цілі розв'язки. Тоді принаймні одне з чисел х, у, z відмінне від 0. Нехай р – найбільший спільний дільник х, у, z. При цьому якщо одне з них дорівнює нулю, то будемо вважати, що р– найбільший спільний дільник двох інших чисел. Очевидно, що два числа одночасно дорівнювати нулю не можуть. Нехай х = px1, y = py1, z = pz1. Тоді принаймні в одній парі чи​сел x1, y1, z1 маємо взаємно прості числа. Тоді 
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. З цієї рівності випливає, що х1 ділиться на 3, тобто х1 = 3х2. Поділивши ліву й праву частини на 3, матимемо 
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. А тому z1 = 3z2. Отже, серед чисел х1, y1, z1 немає жодної пари взаємно простих. Суперечність доводить, що інших цілих розв'язків, крім x = y = z= 0, немає.

Задача 14. Розв'яжіть у натуральних числах рівняння 3∙2т + 1 = n2.

Розв'язання.  Очевидно, що n не ділиться на 3. Тому можливі випадки, коли п при діленні на 3 дає остачу 1 і коли п дає остачу 2. Розглянемо обидва випадки.

1) п = 3k + 2. Тоді 3∙2т + 1 = 9k2 + 12k + 4 або 2m =3k2 + 4k + 1= (3k+1)(k+l). Отже, і k+1, і 3k+1 –  степені числа 2. А це тільки k =0 і k =1.

Підходять k = 0 і k = 1.

При k ≥ 2 4(k+1)>3k+1>2(k+1), а тому k+1 і 3k+1 не можуть одночасно бути степенями двійки. Отже, розгляд першого випадку дає розв'язки: п = 2, т =1 і  п = 5, т = 3.
2) п = 3k+1. Тоді 3∙2т + 1 = 9k2 + 6k + 1 або 2т = 3k2 +2k = k(3k+2). Отже,  і   k,  і  3k+2 –  степені  числа 2.  Очевидно, що k = 1 не підходить, а  k = 2 – підходить. При k ≥ 3 маємо: 4k > 3k + 2 > 2k, а тому k і 3k + 2 не можуть бути степенями числа 2. Розглянувши цей випадок, маємо ще один розв'язок: п=7, т=4.

Задача 15. Для фіксованого простого числа р знайдіть усі пари (х; у) цілих чи​сел, що задовольняють співвідношення р(х + у) = ху.
Розв'язання. Перепишемо рівняння у вигляді 
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. Права частина – ціле число. У правій частині дріб або скоротний, або нескоротний. Якщо він нескоротний, то х – р = ± 1 і маємо два розв'язки: х = р + 1, у = р(р + 1) і х = р – 1, у = (1 – р) ∙ р.  Розглянемо випадок, коли 
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 скоротний дріб.

НСД(х; х-р) = НСД(х; р) = НСД(р; х-р). Тому цей дріб може бути скоротним лише на р, тобто х=kр. Тоді 
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. Але НСД(k; k-1) = НСД(k; 1) = 1, тому р має ділитись на k – 1, а це можливо у таких випадках: 

1) k – 1 = 1, k = 2, х = 2р, у = 2р;   2) k – 1= -1, k = 0, х = 0, у = 0;

3) k – 1 = р, k = р +1, х = р(р + 1), у = р + 1;

4) k + 1= - р, k = 1 – р, х = р(1 – р), у = р – 1.
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          Задачі для самостійного розв'язування

Задача № 1.  Знайдіть найменше натуральне n таке, що чило n2+n ділиться без остачі на 2006.

Задача №2. Розв'яжіть у цілих числах рівняння х2 + у2 + z2 – 2x + 4y – 6z = -l4.
Задача №3. Доведіть, що рівняння х2 - у2 = 2006 не має розв'язків у цілих числах.

Задача №4.   Цілі числа х, у, z такі, що ху+уz+zх=1. Доведіть, що число

                                   (1+х2 )(1+у2 )(1+z2) є квадратом цілого числа.

Задача №5. Розв'яжіть у цілих числах рівняння х2 + у2 = 4z – 1.

Задача №6. Трицифрове число починається цифрою 4. Якщо цю цифру переставити наперед, то одержане число буде становити 0,75 даного. Знайти дане число.

Задача №7. Розв'яжіть у цілих числах рівняння:
 а) x2 = 14 + у2;   б) х2 + у2 = x + y + 2.

Задача №8. Розв'яжіть у цілих числах рівняння: а) х2 – 7у = 10; б)15х2 – 7у2 = 9.

Задача №9. Знайдіть усі розв'язки рівняння 19х + 99у = 2002 у натуральних числах.

Задача №10. Учневі прислали 20 задач. За кожну розв'язану задачу він отримує
8 балів, неправильно розв'язану – лише 5 балів, і задачу, яку він не брався розв'язувати – 0 балів. Скільки задач пробував розв'язати учень, якщо він набрав 13 балів?

Задача №11. Знайдіть усі цілі розв'язки рівняння: 
                      а)21х + 48у = 6;                    б) 1990х – 173y = 11.

Задача №12. Розв'яжіть у натуральних числах рівняння 3т + 7 = 2m.

Задача №13. Чи існують натуральні числа х, у, які задовольняють рівняння 

                       х3 – х = 3у2 + 2003?

Задача №14. Доведіть, що коли рівняння х2 + у2 = п має розв'язки в натуральних
числах, то й рівняння х2 + у2 = 2n також має розв'язки в натуральних числах. Чи правильним є обернене твердження?

Задача №15. Знайдіть усі цілі розв'язки рівняння: а) 2x + 1 = 3y; б) 2x + 1 = уz.

Задача №16. Розв'яжіть у простих числах рівняння: а) ху + 1 = z;  б) xyz = 5(x + y + z).
Задача №17. Розв'яжіть у цілих числах рівняння 
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Задача №18. Знайдіть цілі розв'язки системи 
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Задача №19. Розв'яжіть у цілих числах рівняння х(х + 1)(х + 7)(х + 8) = у2.

№20. Доведіть, що не існує простих чисел a, b, с, d, які задовольняють
рівняння a2 + b2 + c2 + d2 = abed + 4. Чи може це рівняння мати розв'язки
в натуральних числах?

Задача №21. Розв'яжіть рівняння 1! + 2! + ... + х! = у2.

Задача №22. Учневі прислали 20 задач. За кожну розв’язану задачу він отримує 8 балів, неправильно розв’язану – мінус 5 балів і задачу, яку він не брався розв’зувати – 0 балів. Скільки задач пробував розв’язувати учень, якщо він набрав 13 балів?

Задача №23. Довести, що для будь якого натурального n існує таке натуральне m, що 
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 буде цілим числом.

Задача №24. Чи існують декілька (більше одного) натуральних чисел, сума і добуток яких дорівнюють 64?  

Задача №25. Знайдіть усі прості числа, що задовольняють рівняння
 х2 – 2у2 = 1.

Задача №26. Розв'яжіть рівняння 3х + 5у = 7 у цілих числах. 

    Відповіді та вказівки до задач розділу Х
№ 1.  Розв’язання. Оскільки  2006= 2·7·59 і  n2+n=n·(n+1), то або n,або n+1 повинно ділитися без остачі на 59. Безпосередня перевірка показує, що n=58, n=59 та n=117 не задовольняють умову задачі, а n=118 задовольняє. 

Відповідь.  118
№2. Відповідь.  х = 1, у = -2, z = 3.

Перепишемо задане рівняння у вигляді (x – 1)2 + (у + 2)2 + (z – 3)2 = 0. Тепер очевидно, що рівняння має єдиний розв'язок: х = 1, у = -2, z = 3.

№3. Розв’язання. Нехай такий розв'язок (х0; у0) існує. Тоді (х0 – y0 )(х0 + у0) = 2006. Але числа (x0 – у0) та (х0 + у0) мають однакову парність. Тому їх добу​ток – або непарне число, або число, кратне  4. Але 2006 – парне число, не кратне 4. 

Відповідь. 2006 – парне число, не кратне 4.

№4. Розв’язання. Очевидно, що 1+х2 = xy+yz+zx+x2= (x+y)(x+z); 1+y2=(y+x)(y+z) i 1+z2=(z+x)(z+y). Отже,  (1+х2 )(1+у2 )(1+z2) = (x+y)2(y+z)2(z+x)2 – квадрат цілого числа, що і треба було довести.

№5. Розв’язання. Розглянемо остачі від ділення лівої і правої частини на 4; х2 та у2 мо​жуть давати в остачі 0 або 1, 4z – 1 дає остачу – 1. Оскільки сума остач, які дають х2 та у2, не може дорівнювати – 1, то наше рівняння розв'язків не має. Відповідь. Рівняння розв'язків не має
№6.  Нехай дане число  
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4

, тоді нове число 
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. Матимемо рівняння:

                            100х+10у+4=
[image: image503.wmf]4

3

(400+10х+у),

                              370х+37у=1184,

                              10х+у=32, х=3, у=2.     Відповідь.  432.
[image: image504.wmf]
№22.  13 задач, з яких 6 розв’язав правильно.

№23.   Розв’язання. Припустимо, що m = n2+1. Тоді одержимо:
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  що і треба було довести.

№24. Одна з можливих відповідей:  

                        32+2+
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№25. Оскільки х2 = 2у2 + 1– непарне, то й х – непарне. Нехай х = 2n + 1, х 
[image: image508.wmf]Î

 N. Тоді у2 = 2(п2 + п) – парне. Звідки у – парне число. Але існує єдине парне просте число 2. Підставимо це значення в рівняння і знаходимо х = 3. Отже, єдина проста пара, що задовольняє умову задачі – це (3; 2).

№26. Загальний розв'язок: х = 14 + 5k, у = -7 – 3k, k 
[image: image509.wmf]Î

Z.
Знайдемо спочатку який-небудь конкретний розв'язок. 

Оскільки 3∙2 + 5∙(-1) = 1, то 3∙14 + 5∙(-7) = 7. Отже, х0 = 14, у0 = -7 ​ один із розв'язків даного рівняння. Тоді 3(х – x0) + 5(у – y0) = 0. Звідки бачимо, що х – х0 ділиться на 5, у – у0 ділиться на 3. Покладемо: х - x0 = 5k, у – у0 = 3k, k 
[image: image510.wmf]Î

 Z. Отже, загальний розв'язок: х = 14 + 5k, у = -7 – 3k, k 
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XІ. Задачі із серії  «Кенгуру»


Розв’язуємо разом
 Задача №1. („Кадет-2010”, №22 ). Віталик додав числа днів і числа місяців дат народжень усіх своїх друзів і отримав 35. Дати народження його друзів різні. Яка найбільша можлива кількість друзів у Віталика?

Розв’язання. Мінімальна сума чисел місяця і дня дорівнює 2, дат з такою сумою є одна (1.1), з сумою три - дві (1.2,2.1), з сумою -4- три (1.3, 2.2, 3.1), з сумою п’ть - 4  (1.4, 2.3, 3.2, 4.1). Отже, з сумою чисел 35 може бути максимум дев/ять друзів, що народилися  1.1, 1.2, 2.1, 1.3, 2.2, 3.1,1.4,2.3, 3.2. Відповідь. дев’ять.
Задача №2.( „Юніор-2010”,№3). Якщо суми чисел в обох рядках таблиці однакові, то число, позначене символом [image: image512.png]


, дорівнює:

	1
	2
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	5
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	7
	8
	9
	10
	2010

	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	


Розв’язання. Числа у першому рядку відрізняються на 10 від чисел у другому    рядку, тому    дорівнює 2010 – 10 ( 10 = 1910.  Відповідь. 1910.
Задача №3. (”Юніор-2010”, № 27). На кожній стороні п’ятикутника записано натуральне число так, що числа на суміжних сторонах є взаємнопростими, а числа на несуміжних сторонах мають найбільший спільний дільник, відмінний від 1. Яке з чисел  10, 14, 19, 21, 22  ніколи не може бути записане на стороні п’ятикутника?

Розв’язання. Розглянемо правильний п’ятикутник ABCD.Запис AВ=100 означатиме, що на стороні АВ записано число 100. Припустимо, що АВ=19 (зрозуміло, що сторону АВ ми можемо обрати без обмеження загальності), оскільки 19- просте число, то СD=19k  DE = 19m, отримали суперечність, оскільки НСД (19k,19m)(19. Усі решта чисел можуть бути розміщені, наприклад, так:  

AB =10, BC = 15, CD=21, DE = 77, EA = 22;

AB =10, BC = 14, CD=21, DE = 33, EA = 55. Відповідь. 19.
Задача №4. („Кадет – 2009, №9). Добуток чотирьох різних натуральних чисел дорівнює 100. Чому дорівнює їхня сума?
Розв’язання. Зауважимо, що 100 = 1(2(5(10, причому даний розклад єдиний. Тоді 1+2+5+10 = 18-шукана сума. Відповідь. 18.

Задача №5. („Кадет- 2009”, №11).  Для розфарбування всіх граней куба потрібно 1 л. фарби. Трьома розрізами цей куб поділили на 8 маленьких кубиків. Скільки фарби потрібно витратити для розфарбування всіх граней отриманих кубиків?

Розв’язання.  На розфарбування 1 грані великого кубика іде 1/6 л. фарби. Площа поверхні малого кубика дорівнює 3/2 площі однієї грані великого кубика. Тому на розфарбування утворених кубиків потрібно 8(3/2(1/6= 2л. фарби.

Відповідь.  2л.
Задача №6.(”Кадет -2009”, №14). У ряд виклали по декілька апельсинів, персиків, яблук і бананів. Виявилось, що поряд з фруктом кожного виду можна знайти фрукт будь- якого іншого виду? Яка найменша кількість фруктів могла бути викладена?

Розв’язання. В послідовності фруктів повинні були зустрітися обов’язково такі пари фруктів: АП(Апельсин- Персик), АЯ,АБ,ПЯ,ПБ,ЯБ- оскільки різних є 6 пар, то в послідовності повинно бути, принаймі, 7 фруктів, проте зауважимо, Ю що якщо послідовність ні не починається ні не закінчується з певного фрукту, то цей фрукт в парах зустрічається парну кількість разів, тому пар повинно бути принаймі 7, а фруктів – 8. Умову задачі задовольняє ряд: АПЯБПЯАБ.

Задача №7. („Кадет 2011”, №16).   П’ятицифрове  число 
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 ділиться на 4, 5 і 9. Чому дорівнює сума цифр Х і Y?

Розв’язання. Оскільки 
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X

8

24

 повинно ділитися на 4 і на 5, то Y=0. З іншого боку, 
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 ділиться на 9, а отже, 2+4+X+8+Y=14+Х ділиться на 9, тобто, Х=4. Тому Х+У=4.
Відповідь.  4.
Задача №8.( „Кадет 2012”, №6). Кожна з дев’яти стежок у парку (див мал.)  має довжину 100м. Ганнуся хоче потрапити з пункту А в пункт В, проходячи кожною стежкою не більше одного разу. Шлях якої найбільшої довжини вона може вибрати?

 №8. Розв’язання. Незалежно від маршруту, який обере,   

Ганнуся, з вершини А та В виходить непарна кількість стежок, по яких пройшла Ганнуся, а з решти вершин – парна. Тому для довільного маршруту Ганнусі з вершин А та В виходитиме по одній стежці, на якій Ганнуся не побуває, а довжина найбільшого шляху не перевищує 7(100=700м.
 Відповідь. 700м.
Задача №9 (№9. „Юніор-2012”, №9). Точки М та N – середини сторін АВ та АС рівнобедреного трикутника АВС (АВ=АС). Чому дорівнює площа чотирикутника AMON, де О-точка перетину медіан трикутника АВС, якщо площі трикутників BOM, BOC, CON дорівнюють 3см2, 6см2 і  3 см2  відповідно?

№9. Розв’язання. Медіана ділить трикутник на два рівновеликі трикутники, тому SBOM +SBOC =SCON +SAMON. Отже, SAMON = SBOM +SBOC - SCON= 6см2. Відповідь.  6 см2.

Задача №10.(„Юніор-2012”, №6). У квадраті  зі стороною 6 см розміщено фігуру, яка складена з шести однакових кругів. Круги дотикаються один до одного та до сторін квадрата так, як це показано на малюнку. Їхні центри належать сторонам правильного трикутника АВС. Чому дорівнює відстань між центрами двох сірих кругів?

Розв’язання. Сторона квадрата дорівнює 6r=6см, r=1 см. Трикутник АВС рівносторонній зі стороною 4r=4см. Шукана відстань дорівнює довжині висоти цього трикутника: 
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Задача №11. (№4. „Юніор-2012”, №4).  Відомо, що Р=32012 + 3-2012, а Q= 32012 - 3-2012.  Обчислити  P2 – Q2.

Відповідь.  P2-Q2= (P-Q)(P+Q) = 2(32012 ( 2(3-2012 .


                    Розв’яжіть самостійно

Задача №1. ( „Кадет-2010”, №6). Бабуся спекла торт для онуків, що мають приїхати до неї в гості на канікули. Але вона не знає точно, троє, п’ятеро чи шестеро онуків у неї гостюватимуть. Бабуся хоче, щоб кожен внук отримав однакову частину торта. На скільки  частин має розрізати торт бабуся, передбачаючи всі три випадки?

Задача №2.  („Кадет-2010”, №7). Після заготівлі дров робітник підрахував, що з даної кількості колод отримали 72 поліна, при цьому зроблено 53 розпили. Скільки колод було спочатку?

Задача №3.(„Кадет-2010”, № 8). Ірина малює квіти з п’ятьма однаковими пелюстками. Вона має  лише два  кольорові олівці – червоний і жовтий. Кожна пелюстка буде  мати лише один колір із вказаних двох. Скільки різних квіток може  намалювати Ірина? До речі, на малюнку зображена одна й та ж сама квітка.  

Задача №4.( „Кадет-2009”,№4). Яку найменшу кількість цифр потрібно викреслити у числі 112323314, щоб отримати число, яке однаково читається справа на ліво і зліва направо?

Задача №5. („Кадет-2009”, №16). Скільки натуральних чисел мають однакову кількість цифр у десятковому запису їх квадрата та куба?
 


Задача №6. (№14 „Кадет- 2011”, №14).   Кожна частина прямокутника, зображеного на малюнку поряд, зафарбована одним з чотирьох кольорів: червоним (Ч), синім (С), зеленим (З) або жовтим. Кожні дві частини, що мають спільну межу, зафарбовані різними кольорами. Для деяких частин вказано їх колір. Якого кольору частина, позначена літерою Х?

Задача №7. (№20 „Кадет”2012). Куб котиться по площині, обертаючись навколо своїх ребер. Його грані послідовно накладаються на квадрати, позначені на малюнку числами 1,2,3,4,5,6 і 7. На які два з цих квадратів потрапить одна і таж грань куба? 


Задача №8. („Кадет-2012”, №29).  Великийй трикутник розбили трьома відрізками на 4 трикутнки і 3 чотирикутники. Сума периметрів трьох  чотирикутників дорівнює 25 см. Сума периметрів чотирьох  трикутників дорівнює 20см. Периметр великого трикутника дорівнює 19 см. Знайдіть суму довжин
Задача №9. („Юніор-2012”, №21). У супермаркеті діє спеціальна пропозиція. В суботу ціна одного кілограма полуниці зменшується на 10% порівняно з ціною в п’ятницю.  В неділю суботня ціна зменшується ще на 20%. На скільки відсотків ціна 1кг полуниці у неділю менша, ніж у п’ятницю?
      Відповіді та вказівки до задач розділу ХІ
№1. Вказівка. Кількість частин повинна бути кратною НСД(3; 5; 6) = 30.

№2. Відповідь: 72-53=19.

 №3. Розв’язання. Ірина може намалювати 8 різних квіток так, як це зображено на малюнку. 
№4. Вказівка. Стираємо підкреслені цифри 112323314. 

Відповідь: 12321.

№5. Розв’язання. Для  всіх чисел n ( 10 умова задачі, очевидно, не виконується, а серед чисел 1,2,3…9 такі, що задовольняють умову задачі, є числа 1,2,4. 

Відповідь:  3.

№6. Відповідь: червоного. 
№7. Відповідь: 1 і 6.

№8. Розв’язання. Сума периметрів чотирьох трикутників і трьох  чотирикутників дорівнює сумі периметра великого трикутника і подвоєній довжині проведених відрізків. Тому довжина проведених відрізків дорівнює (20+25-19):2=13(см).

Відповідь: 13см.

№9. Розв’язання.  Нехай ціна 1 кг полуниці в п’ятницю х грн, тоді його вартість у суботу 0,9х, а у неділю 0,8( 0,9х= 0,72х. Отже, ціна менша на 28%.

Відповідь: на 28 %.
ХIІ. Перевір себе.
Задачі із Всеукраїнських математичних олімпіад для самостійного розв’язання

Задачі математичної олімпіади
         X  Всеукраїнського турніру юних математиків

Задача №1. Протягом календарного року заробітна плата щомісяця підвищувалась на одне і те ж число гривень. За червень, липень і серпень вона в сумі складала 3330 грн., а за вересень, жовтень і листопад – 3510 грн. Знайдіть суму зарплат за весь рік.

Задача №2. Знайдіть кількість розв’язків рівняння [image: image519.png]|3]x] - 5| =a



 
в залежності від значень параметра а.
Задача №3. Миколка виписав на дошці 2006 натуральних чисел. Доведіть, що серед них завжди можна вибрати такі три числа [image: image521.png]a, b, c



 що  [image: image523.png]a-(b—rc):i2007



.  

Задача №4. У трикутнику АВС точка М є серединою сторони ВС. На продовженні сторони АВ поза точку В вибрали точку К. Виявилося, що АВ=ВК=АМ. Нехай Н - точка перетину прямих КМ  та  АС. Доведіть, що СН=МН.

Задача №5. Серед 2007-ми однакових на вигляд монет є 7 фальшивих. Всі справжні монети важать однаково і всі фальшиві монети  важать однаково, але є легшими за справжні. Запропонуйте спосіб, як за три зважування на терезах з двома шальками без гир відібрати 334 справжні монети.

Федак І.В.

Міністерство освіти і науки, молоді та спорту України

Інститут інноваційних технологій і змісту освіти LIII
Всеукраїнська учнівська олімпіада з математики  2013р., ІІІ етап
8 клас. Рівень «А»

Задача №1. Чебурашка та Крокодил Гена з'їли торт. Чебурашка їв удвічі повільніше за Крокодила Гену, але почав їсти на хвилину раніше. З'ясувалося, що вони з'їли порівну. За який час Чебурашка сам з'їв би цей торт?
Задача №2. Відомо, що трицифрове число 
[image: image524.wmf]mnk

 на 1 більше за трицифрове число 
[image: image525.wmf]abc

. Доведіть, що число 
[image: image526.wmf]abcmnk

 не може ділитися без остачі на 13. 
Задача №3. На дошці написані числа 1, 2, 3, ... , 4027, 4028. Миколка та Андрійко по черзі закреслюють числа, причому Миколка ходить першим. За один хід можна за​креслити тільки одне з раніше незакреслених чисел. Андрійко хоче, щоб після його 2013-го ходу на дошці залишилися два послідовні числа (тобто числа, різ​ниця яких дорівнює 1). Чи завжди він зможе цього досягти?
Задача №4. Знайдіть усі пари простих чисел p і q, для яких число p3 + q2 є кубом де​якого натурального числа.
Задача №5. У гострокутному трикутнику ABC проведено бісектриси АА1  і BB1. Відомо, що на відрізку CB1  існує така точка M , що CM = CA1. Через точку M прове​дено пряму, яка паралельна BB1 і перетинає пряму AB в точці N. Доведіть, що A1N = A1M .

8 клас. Рівень «Б»

Задача №1. Керівник математичного гуртка дав учням завдання виписати в порядку зро​стання всі чотирицифрові числа 
[image: image527.wmf]abcd

, в яких 1 
[image: image528.wmf]£

 а <b < с < d 
[image: image529.wmf]£

 9. Яке число бу​де записаним на 53-му місці?
Задача №2. Дано гострокутний трикутник ABC. Кола к1 і к2 проходять через вершину А і дотикаються до прямої BC в точках B і C відповідно. Висота BK трикут​ника ABC перетинає коло к1 у точці P, відмінній від B, а висота CL перети​нає коло к2 в точці Q, відмінній від C. Доведіть, що точки А, P і Q лежать на одній прямій.

9 клас. Рівень «А»

Задача №1. Відомо, що а 
[image: image530.wmf]¹

 b та рівняння ax2013 + x2012 + b = 0 і bx2013 + x2012 + a = 0 мають спільний дійсний корінь. Знайдіть a + b.
Задача №2. Знайдіть усі такі пари простих чисел p і q, для яких має місце рівність
p5 -( 4p - q)2 = 2q2. 

Задача №3. Доведіть, що для будь-яких дійсних чисел a, b і c виконується нерівність 3a2 +b2 +c2 +bc 
[image: image531.wmf]³

3a (b +c).
Задача №4. Нехай H – точка перетину висот AQ, BL і CP гострокутного трикутника ABC, K – спіль​на точка відрізків PQ і BH, M – середина сто​рони AC,  N – середина відрізка BH. Промінь BL перетинає описане коло трикутника ABC в точці D, відмінній від B. Відомо, що KQ =HQ. Доведіть, що прямі MN і AD перпендикулярні. 

Задача №5. Керівник математичного гуртка намалював на дошці таблицю розміру 30 х30 і запропонував учням заповнити її числами 1, 2, ... , 900, записуючи щосекунди в якусь порожню клітинку на свій розсуд одне з тих чисел, що не використовувались раніше. Чи зможуть учні виконати завдання так, щоб у будь-який момент ані в жодному рядку, ані в жодному стовпці сума всіх запи​саних чисел не давала остачу 1 від ділення на 3?

9 клас. Рівень «Б»

Задача №1. Сума двох натуральних чисел дорівнює 20132013, і якщо в одному з них за​креслити останню цифру, то отримаємо друге число. Знайдіть усі такі пари чи​сел.
Задача №2. У трапеції AВСD  з основами AD і ВС, AD > ВС, діагоналі AC і ВD перетинаються в точці Е. Дотична до описаного кола трикутника ВCE, проведена в точці Е, перетинає пряму
AD в точці F, причому точка D лежить між точками A і F. Відомо, що AF = а, AD = b . Знайдіть довжину відрі​зка ЕF.

Задача №3. Доведіть, що для довільних додатних дійсних чисел х, у і z має місце нері​вність         
[image: image532.wmf]2
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Завдання  інтернет-олімпіади з математики
(2008 рік)
8 клас
Задача №1. Який з двох дробів більший  
[image: image533.wmf]6789012345
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[image: image534.wmf]?

6789012347

5678901235

=

В


Задача №2. Чи можна скласти магічний квадрат з перших 36 простих чисел?

Задача №3. В гострокутному  ∆АBC висота АН найбільша і дорівнює медіані ВМ. Доведіть, що 
[image: image535.wmf].
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9 клас

Задача №1. По колу розставлено 9 чисел – 4 одиниці і 5 нулів. Кожну секунду над числами роблять таку операцію: між сусідніми числами ставлять нуль, якщо вони різні, та одиницю, якщо вони рівні. Чи можуть усі числа через деякий час стати рівними?
Задача №2. Знайти натуральні розв’язки нерівності:  
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Задача №3. AF – медіана трикутника ABC. На продовженні сторони AB за точку B відмітили точку D. E – точка перетину прямої DF зі стороною AC. З’ясувалося, що AB=BD=AF. Довести, що CE=EF.

Відповіді та вказівки до задач розділу ХІІ
Відповіді до задач математичної олімпіади
X  Всеукраїнського турніру юних математиків

№1. Нехай зарплата за липень становила а гривень, а щомісячна добавка до зарплати – х гривень. Тоді 3а = 3330,  3(а+3х)= 3510. Звідси знаходимо а=1110, х=20. А отже, сума зарплат за весь рік становитиме 12а-6х=13200 (грн.).

№2. 
[image: image537.wmf](
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 розв’язків немає, 
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a

=-

 2 розв’язки, 
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№3.  Якщо серед виписаних Миколкою чисел є число, кратне трьом, то позначимо його через 
[image: image542.wmf].
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 Тоді серед решти 2005 чисел знайдуться два, різниця яких b-c буде ділитися на 669. А отже, 
[image: image543.wmf]()
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 поділиться на 2007. Якщо ж числа, кратного трьом, немає, то немає і остач від ділення записаних чисел на 2007, кратних трьом. А отже, різних таких остач не більше 1338. Тому знайдуться два числа, різниця  яких b-c ділиться на 2007. При цьому число 
[image: image544.wmf]a

 можна вибрати довільно.

№4. Оскільки АВ=АМ, то кути АВМ та АМВ рівні. А отже, рівними будуть і кути КВМ та АМС. Тоді трикутники КВМ та АМС рівні між собою (за двома сторонами і кутом між ними). Отже, 
[image: image545.wmf].
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 Тому СН=МН.

№5. Розіб’ємо монети на три купки по 1003, 1003 та 1 монеті відповідно і порівняємо маси перших двох купок. У купці, яка не є легшою від порівнюваної з нею, буде не більше трьох фальшивих монет. Цю купку розбиваємо на три купки по 501, 501 та 1 монеті відповідно і знову порівнюємо маси перших двох із них. У купці, яка не є легшою від порівнюваної з нею, буде не більше однієї фальшивої монети. Цю купку розбиваємо на три купки по 167 монет у кожній з них і порівнюємо маси довільних двох із цих купок. У випадку рівноваги всі 334 порівнювані монети будуть справжніми. Якщо ж якась із купок переважить, то справжніми будуть всі монети цієї купки та всі монети купки, яка не брала участь у зважуванні. А отже, знову отримуємо 334 справжні монети.

Відповіді до задач  Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики  2013р.,
ІІІ етап.

8 клас. Рівень «А»

№1.  Розв'язання. За першу хвилину Чебурашка мав з'їсти стільки ж, скільки з'їв одночасно з Крокодилом Геною. Усього він з'їв половину торта, тому за хвили​ну він з'їв одну четверту частину торта.
 Відповідь: за 4 хвилини.

№2.  Розв'язання. Маємо: 
[image: image546.wmf]abcmnk

 = 1000
[image: image547.wmf]abc

 + 
[image: image548.wmf]mnk

 = 1000
[image: image549.wmf]abc

 + 
[image: image550.wmf]abc

 +1 = 1001
[image: image551.wmf]abc

 +1. Оскільки 1001 ділиться без остачі на 13, то 
[image: image552.wmf]abcmnk

 на 13 не ділиться.
№3.   Розв'язання. Розіб'ємо числа на 2014 пар: (1,2), (3,4), ... , (4027,4028). Якщо Миколка своїм ходом закреслює число однієї з пар, то Андрійко відповідає за​кресленням іншого числа в тій же самій парі. Після 2013-го ходу Андрійка за​лишаються два числа з однієї пари. 
Відповідь: так, зможе.

№4. Розв'язання. Нехай p3 + q2 = n3 , тоді q2 = n3 – p3 = (n - p)(n2 + np + p2).

Оскільки число q просте і n - p < n2 + np + p2 , то маємо, що n - p = 1 і

q 2 = 3 p2 + 3 p +1 (*).

Останню рівність запишемо у вигляді ( q -1)( q +1) = 3 p2 + 3 p. Зазначимо те​пер, що q -1 або q +1 ділиться без остачі на просте число p. З рівності (*) отримуємо такі нерівності:

( p +1)2 < q2 <( 2 p +1)2, p +1 < q < 2 p +1, p < q -1 < 2 p, p + 2 < q +1 < 2 p + 2. Отже, q -1 не буде ділитись без остачі на p, і кратним числу p буде q +1. З останньої нерівності випливає, що можливим є тільки випадок q +1 = 2 p, тобто q = 2p -1. Підставляючи q = 2p -1 до (*), отримуємо: p = 7, q = 13. 
Відповідь.  p = 7, q = 13.

№5.  Розв'язання. Позначимо через I точку перетину бісектрис трикутника ABC і проведемо A1K ( BB1 (див. рис.). Тоді трикутники BA1K і CA1M рівнобедрені.

Отже, < BA1 K = 90° -  
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1


[image: image554.wmf]Ð

ABC , 
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CA1 M = 90° - 
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ACB, 
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MA1K = 180° - 
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BA1K - 
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CA1M = 90° - 
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[image: image562.wmf]Ð

BAC . За умовою, MN || BB1, тому MN 
[image: image563.wmf]^

 A1K, і 
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NMA1 = 90° - 
[image: image565.wmf]Ð

MA1K = 
[image: image566.wmf]2
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[image: image567.wmf]Ð

BAC = 
[image: image568.wmf]Ð

A1 AM.


Відтак, точки А, М , А1, N  лежать на одному колі, і  А 1 N=A1M як хорди цьо​го кола, на які спираються рівні вписані кути.

8 клас. Рівень «Б»

№1. Розв'язання. Перші 6 чисел — це 1234, 1235,…..,1239, наступні 5 чисел — 1245, ... , 1249, далі маємо 4 числа вигляду 
[image: image569.wmf]d
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, 3 числа вигляду 
[image: image570.wmf]d
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, 2 чис​ла вигляду 
[image: image571.wmf]d

127

, і 21-м буде число 1289. Аналогічно, з комбінації цифр 13 буде починатись 5 + 4 + 3 + 2 +1 = 15 чисел, з комбінації цифр 14 — 4 + 3 + 2 +1 = 10 чисел, з комбінації цифр 15 — 3 + 2 +1 = 6 чисел. Отже, на 53-му місці буде чи​сло 1678.

Відповідь. 1678.

№2. Розв'язання. Нехай 
[image: image572.wmf]Ð

A = α, 
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B = 
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, 
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C = 
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 — кути трикутника ABC. Тоді, використовуючи теорему про суму кутів трикутника й теорему про кут між до​тичною та хордою, одержимо:


[image: image577.wmf]Ð

CAP = α - 
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BAP = α - 
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CBP = α - 
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CBK = α - (90° - 
[image: image581.wmf]g
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 - 90° = 90° - 
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 = 
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BCL = 
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BCQ = 
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CAQ, тобто 
[image: image587.wmf]Ð

CAP = 
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CAQ.

[image: image589.jpg]



В                         C
Оскільки точки Р і Q лежать по один бік від прямої АС, то точки А, Р і Q лежать на одній прямій.
9 клас. Рівень «А»

№1. Розв'язання. Нехай x0 — спільний корінь цих рівнянь. Тоді
ax0 2013 + b = bx02013 + a,   (a - b ) x02013 = a - b . Оскільки a 
[image: image590.wmf]¹

 b, то x0 = 1. Отже, a + b = -1. Відповідь. -1.

№2. Розв'язання. Запишемо вихідну рівність у вигляді p (p4 -16p + 8q) = 3q2. От-

же,   3q2 
[image: image591.wmf]M

 p.  Звідси випливає,  що   p = 3   або   q = p.  Для   q = p маємо:

p4 - 8p = 3p,  p3  =11, що неможливо. Якщо p = 3, то q2 - 8q - 33 = 0, q = -3, q = 11.

Відповідь.  p  =3, q =11.

№3. Розв'язання. Оскільки для всіх дійсних x і y
x2 + xy + y2 = 
[image: image592.wmf]2
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 (( x + y )2 + x2 + y2 ) 
[image: image593.wmf]³

 0,
то (a - b)2 +(a - b)(a - c) +(a - c) 2
[image: image594.wmf]³

 0, звідки випливає потрібна нерівність. Зауваження. Наведемо інший спосіб доведення нерівності. Розглянемо вираз 3a2 +3 (b +c) a +(b2 +c2 +bc) як квадратний тричлен відносно a. Його дис​кримінант

[image: image595.jpg]



3(3(b +c)2 -4(b2 +c2 +bc)) =-3(b -c)2 
[image: image596.wmf]£

 0, і тому наш вираз для всіх a, b і c набуває тільки невід'ємних значень.

№4. Розв'язання. Точка M — середина спільної гіпотенузи AC прямокутних трикутників PAC і QAC, тому PM =QM. Аналогічно, точка N — середина спільної гіпотенузи ВН прямокутних трикутників РВH і QВН, звідки РN =QN. Отже, РQ
[image: image597.wmf]^

 МN. Залишається довести, що РQ ║ АD, тобто 
[image: image598.wmf]Ð

ВKР =
[image: image599.wmf]Ð

ВDA . Навколо чотирикутника РВQН, в якому 
[image: image600.wmf]Ð

Р =
[image: image601.wmf]Ð

Q =90°, можна описати коло, і тому 
[image: image602.wmf]Ð

QНВ =
[image: image603.wmf]Ð

QРВ. Далі, чотирикутник АСQР також є вписаним, і 
[image: image604.wmf]Ð

ACQ =180°-
[image: image605.wmf]Ð

AРQ =
[image: image606.wmf]Ð

ВРK. З урахуванням рівностей 
[image: image607.wmf]Ð

QНВ = 
[image: image608.wmf]Ð

QKН =
[image: image609.wmf]Ð

ВKР, 
[image: image610.wmf]Ð

ВDA =
[image: image611.wmf]Ð

ACQ маємо потрібний результат. Зауваження. Як добре відомо, точки Н і D симетричні відносно прямої AC. Тому 
[image: image612.wmf]Ð

ADН =
[image: image613.wmf]Ð

AНD =
[image: image614.wmf]Ð

QНK =
[image: image615.wmf]Ð

QKН, звідки випливає паралельність прямих РQ і  AD.

№5. Розв'язання. Доведемо, що це можливо. Серед чисел 1, 2, ... , 900 остачу 1 від ділення на 3 дають 300 чисел, остачу 2 дають також 300 чисел, і 300 чисел є кратними 3. Розіб'ємо таблицю на 225 квадратів розміру 2 х2. Візьмемо споча​тку 150 квадратів. У кожному з них спочатку на одній діагоналі записуємо два числа, що дають остачу 2 від ділення на 3, після чого на другій його діагоналі – два числа, що дають остачу 1 від ділення на 3. Решту 75 квадратів довільно заповнюємо числами, які діляться на 3 без остачі.

Відповідь. так, зможуть.

9 клас. Рівень «Б»

№1. Розв'язання. Нехай п — менше з цих чисел, а х, 0 
[image: image616.wmf]£

 х 
[image: image617.wmf]£

 9,  закреслена циф​ра в більшому з чисел. Тоді п + 10n + х = 20132013, 11n + х = 20132013. Оскіль​ки 20132013
[image: image618.wmf]M

11, то х = 0, п = 1830183. 
Відповідь. 1830183, 18301830.

№2. Розв'язання. Трикутники AЕF і ЕDF подібні, бо вони мають спільний кут F, і 
[image: image619.wmf]Ð

FAE = 
[image: image620.wmf]Ð

ACВ = 
[image: image621.wmf]Ð

FED (ми використали той факт, що кут між дотичною ЕF і хордою ВЕ дорівнює вписаному куту ВCE). З подібності цих трикутників випливає пропорція


[image: image622.wmf].
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 Отже, ЕF2 = AF * DF = a (a - b).

Відповідь.
[image: image623.wmf])
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№3. Розв'язання. Запишемо цю нерівність у вигляді
                                   
[image: image624.wmf].
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Маємо: 
[image: image625.wmf].
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Аналогічно доводиться нерівність

                    
[image: image626.wmf]2
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 .  З доведених нерівностей випливає потрібна.

Завдання  інтернет-олімпіади з математики    
2008 р.

8 клас

№1. Розв’язання:

 Позначимо чисельник дробу А через х, знаменник – через у, тоді 
[image: image627.wmf].
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Визначимо знак різниці  
[image: image628.wmf].

0

)

2

(

2

2

1

В

А

у

у

у

х

у

х

у

х

В

А

>

Þ

>

+

-

=

+

+

-

=

-


Відповідь: 
[image: image629.wmf].
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№2. Відповідь: ні, не можна. Серед цих чисел одне (це 2) – парне, а інші непарні. Тому в рядку, де стоїть двійка, сума чисел непарна, а в інших — парна.

№3. Доведення: Проведемо з точки М, середини сторони АС,  перпендикуляр на сторони ВС і АВ. 
[image: image630.wmf]АН
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, але за умовою АН=ВМ. 
Тому  
[image: image631.wmf].
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Точно так LM є половиною висоти, проведеної з вершини С. За умовою АН - найбільша висота, тому  
[image: image632.wmf].
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Значить, 
[image: image633.wmf].
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9 клас

№1. Відповідь: Зрозуміло, що комбінація з дев'яти одиниць раніше, ніж з дев'яти нулів, утворитися не може. Якщо ж утворилося дев'ять нулів, то в попередньому ході нулі і одиниці повинні були чергуватися, не можливо, бо їх всього непарна кількість.

№2. Розв’язання: Піднесемо нерівність до квадрату: 


[image: image634.wmf](

)

2005

2005

1

2000

2000

×

<

+

<

×

n

n

.

Очевидно, що 
[image: image635.wmf]2000
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 та 
[image: image636.wmf]2005
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. Таких натуральних чисел є 5: 2000, 2001, 2002, 2003, 2004.

Відповідь. 
[image: image637.wmf]{
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№3. Доведення: Доведемо рівність трикутників DBF і AFC. Трикутник ABF рівнобедрений, бо AB=AF, тому (ABF=(AFB. Тоді (DBF=180°–(ABF. Разом з тим (AFC=180°–(AFB. Тому (DBF=(AFC. Тоді трикутники DBF і AFC рівні за першою ознакою. В них по парі рівних сторін (AF=DB і BF=FC ) та рівні кути між ними. Отже, з рівності трикутників DBF і AFC слідує рівність кутів (ACF=(DFB. Але ж (EFC=(DFB, як вертикальні. Тоді (EFC=(ECF. Отже, трикутник ECF рівнобедрений і CE=EF.
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