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Від авторів

Шановний друже! Посібник, який ти тримаєш в своїх руках третій посібник творчої групи вчителів математики Лисянського району. Він стане тобі в пригоді, якщо ти готуєшся до олімпіади з математики або до математичних конкурсів, турнірів. Важливу роль в підготовці  відіграє щоденна праця і систематичне розв’язування задач, а це кропітка, щоденна робота. Сподіваємось що наш посібник зацікавить тебе, дасть змогу організувати  роботу так, щоб захоплення розв’язанням тієї чи іншої нестандартної задачі переросте у бажання ще і ще розв’язувати. 

В нашому посібнику можна знайти саме такі задачі для учнів 10-11 класів. Тут можна знайти як задачі для ”першого знайомства”, так і задачі, які потребують більш глибокого осмислення, спеціальних і нестандартних підходів до їх розв’язання. До всіх задач є відповіді або вказівки, або повні розв’язання. Поряд з цим Ти знайдеш  відповідний теоретичний матеріал.

Збірник зручний у користуванні. Структура посібника така як і попередні. Надання поширених чи часткових розв’язків, відповідей дасть змогу тобі перевірити рівень своїх знань та вмінь.

 Посібник містить рубрики: «Задачі з підручників  10-11 класів», «Розв’язуємо разом», «Задачі для самостійного розв’язання», «Перевір себе», «Задачі Всеукраїнських математичних олімпіад», задачі з «Кенгуру»  які тобі стануть у пригоді при підготовці до  математичних олімпіад, конкурсів та турнірів. 

Тут же ти знайдеш поради учаснику олімпіад.

Бажаємо  успіхів та  олімпійських вершин.  
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Поради учаснику олімпіади
1. Уважно прочитай умову задачі,  визнач порядок, у якому будеш їх розв’язувати (краще починати з легших задач).

2. Якщо умову задачі ти зрозумів неоднозначно, то не вибирайте зручніший для себе, а звернись за консультацією до членів журі.

3. Якщо незрозуміло якесь твердження, то спробуй його довести або спростувати.

4. Не зациклюйся на одній задачі. Якщо немає ідеї розв’язання, то задачу краще (хоча б на деякий час) залишити.

5. Розв’язавши задачу, зразу ж оформляй розв’язання. Це допоможе перевірити його правильність і звільнить увагу для інших задач.

6. Кожен, навіть очевидний, крок розв’язання треба записувати. Громіздкі розв'язки краще записувати у вигляді кількох тверджень.
7. Перед тим як здати роботу, уважно перечитай її.

                                                              Кожна розв’язана мною задача                                    

                                                              ставала зразком, який служив 

                                                              потім для розв’язання інших задач.

                                        Р.Декарт
                                          [image: image1.png]


                                                                                                          

І. Задачі для першого знайомства
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Розв’язуємо разом

Алгебра

Многочлени. 
Розкладання многочлена на множники
Існує кілька способів розкладання многочленів на множники.

 І спосіб – винесення спільного множника за дужки.

Задача №1. Розкласти на множники вираз 

2a(x+y-z)-3b(x+y-z)-5c(x+y-z).

Розв'язання.
2а (x+ у – z) – 3b (х + у – z) – 5с (х + y–z) =(х +y – z) (2а–Зb– 5с).
ІІ спосіб – групування.
Задача №2. Розкласти на множники вираз
х2 – 11x+ 10.
Розв’ язання.
х2– 11x + 10 = (x2–x) - (10x– 10) =x(x– 1) – 10(x–1) = (x – 1) (х –10).
Відповідь: x2 – 11x+ 10 = (x– 1) (x – 10).
III спосіб – розкладання на множники за формулами скоро​ченого множення.
Задача №3. Розкласти на множники вираз
4(Зp + 5q)2-16(2p-q)2.
Розв’ язання.
4(Зp + 5q)2 - 16 (2р - q)2 = [2 (Зр + 5q) - 4 (2р - q)]
[2
(Зр+5q) + 4(2р - q)] = (6р + 10q - 8р + 4q) (6р+ 10q+8q -  4q = (І4q - 2р) (14р + 6q) = 4 (7q - р) (7р + Зq).
Відповідь: 4 (Зр + 5q)2 – 16 (2р – q)2 = 4 (7q – р) (7р + Зq).

Задача №4. Розкласти на множники
x3 + x 2.
Розв’ язання.
(x3 - 1) + (x - 1) = (х - 1) (x2 + x + 1 + 1) = (x - 1) (x2 + x + 2).
Задача №5. Розкласти на множники
x4+ 2ax3 – а4 – 2а3х.
Розв’ язання.
(x4 - а4)+(2ах3 - 2а3x)=(x2 - а2 )(x2 + а2) + 2ах (x2 - а2) = (х2 - а2) (х2 + а2 + 2ах) =(x2 – а2) (х + а)2 = (х – а) (х + а)3.
Задача №6. Розкласти на множники
bс (b- с) + ас (с – а) + аb (а – b).
Розв'язання.
bс (b- с) + ас (с - а)+ аb (а – b) = b2с - bс2 + ас2 - а2с + а2b - аb2 =(ас2 -bс2) + (а2b -аb2) - (а2с - b2с) =с2 (а -b)+аb(а - b)- с (а2 - b2)=(а -b)[с2 + аb - с(а + b)] = (а – b)(с2 +аb – ас - bс) =(а - b) [(аb - bс)- (ас - с2)]= (а - b) [b (а - с)-с(а - с)] = (а – b) (а – с) (b – с).
Задача №7. Розкласти на множники
4 аn-1 bn-2-16 ап+1 bn-2 + 80 ап+1bn-1 - 100 аn-1bп. 

Розв’язання.
4аn-1bn-2 (1 -4а2+20а2b – 25b2) =4аn-1bn-2[(1 -25 b2) - 4а2(1 - 5b)]=
=4аn-1bn-2(1 - 5b) (1 + 5b -4а2).
Задача №8. Скоротити дріб
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Розв’язання.
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Задача №9.  Скоротити  дріб
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Розв’язання.
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Задача №10. Довести, що число p3+2p ділиться на 3 при довільному натуральному p. 
 Розв’яання.  Число р при діленні на 3 може давати одну із трьох остач: 0, 1, 2. якщо остача 0, то р3 і 2р діляться на 3, а тому р3 +2р теж ділится на 3. Якщо остача 1 то і  р3 дає остачу 1, а 2р – остачу 2. Але так як  1+2=3 ділиться на 3, то і р3+ 2р також ділиться на 3. якщо ж маємо остачу 2, то аналогічно р3 дає остачу 2, як і 23, а 2р –  остачу 1.Отже, число р3+2р ділиться на 3 .
Задача №11. При яких n число 6n - 5n є точним квадратом? 

Розв’язання. При n=1 число 6n - 5n = 6 - 5=12. При n>1 число 6n ділиься на 4, а число 5n = (4+1)n при діленні на 4 дає остачу 1. Отже, число 6n  - 5n тоді дасть остачу 3, а тому це число уже не буде точним квадратом.

Відповідь. При n=1

 Задача №12. Знайти суму чотирьох натуральних чисел a, b, c, d, якщо множина можливих сум трьох з цих чисел дорівнює множині 
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Розв’язання. Нехай a, b, c, d – дані числа. З умови  задачі складемо систему рівнянь:
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Звідки 
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Відповідь: 2673.
Задача №13.  Знайдіть всі пари цілих чисел x та y, які задовольняють рівняння x2 + x = y4+ y3+ y2+ y.

Розв’язання: Помножимо обидві частини рівняння на 4 і додамо до обох частин 1. (2х+1)2=4у4+4у3+4у2+4у+1.

Перетворимо праву частину

4у4+4у3+4у2+4у+1=(2у2+у)2+3у2+4у+1.

Відмітимо, що корені тричлена 3у2+4у+1 дорівнюють -1 і - 
[image: image19.wmf]3
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  Тому, при всіх цілих у, крім -1, цей тричлен додатній. З цього випливає, при всіх додатних у≠-1

(2х+1)2>(2у2+у)2
Далі , 4у4+4у3+4у2+4у+1=(2у2+у+1)2-(у2-2у). При всіх цілих у, крім у=0,1,2, у2-2у>0, тому при цілих у, у
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(2х+1)2 [image: image22.png]


 (2у2+у+1)2
Отже, ми бачимо, що, за виключенням чотирьох цілих значень у,

(2у2+у)2 [image: image24.png]


(2х+1)2[image: image26.png]


(2у2+у+1)2
Отже, цілочисленні розв’язки рівняння ми можемо дістати тільки при значеннях у=-1,0,1,2

Перевіримо ці числа :

У=-1, (2х+1)2=1, 
[image: image27.wmf]Þ

 х=-1 або х=0

У=0, (2х+1)2=1,  
[image: image28.wmf]Þ

х=-1 або х=0

У=1 (2х+1)2=17, немає цілих х

У=2 (2х+1)2=121  
[image: image29.wmf]Þ

 х=-6, х=5

Відповідь: [image: image31.png]



Задача №14.  Знайдіть усі непарні натуральні числа, які більші за 500, але менші за 1000, у кожного з яких сума останніх цифр усіх дільників (включаючи  1 і саме число) дорівнює 33.

Розвязання. 1. У непарного числа усі дільники - непарні. Так як сума їх останніх цифр - непарна, то дільників повинна бути непарна кількість. Якщо число має непарну кількість дільників, то воно є квадратом натурального числа (інакше всі дільники числа розбиваються на пари).

Розглянемо усі квадрати непарних чисел, що лежать у вказаному проміжку: 232 = 529; 252 = 625; 272 = 729; 292 = 841; 312 = 961. Відмітимо, що у шуканого числа повинно бути не менше п'яти дільників, інакше сума їхніх останніх цифр завідомо менше, ніж 33. Це означає, що з подальшого перебору можна виключити квадрати простих чисел 23, 29 и 31, які мають рівно три дільники. Тоді залишається перевірити два числа.

Дільники числа 625: 1, 625, 5, 125, 25. Сума їх останніх цифр дорівнює 21.

Дільники числа 729: 1, 729, 3, 243, 9, 81, 27. Сума їх останніх цифр дорівнює 33.

Відповідь: 729.

Рівняння і системи рівнянь
При розв’язуванні раціональних (і не тільки) рівнянь основними є такі способи: розкладання на множники та введення нових змінних. При розкладанні лівої частини рівняння на множники можна скористатись правилом Горнера. 

При розв’язуванні рівнянь із змінною під знаком модуля найчастіше застосовують такі способи: розкриття модуля за означенням, піднесення обох частин до квадрату,   розбиття на проміжки на кожному з яких вирази під знаком модуля, зберігають знак.

Розв’язуючи ірраціональні рівняння використовують спосіб піднесення обох частин рівняння в одну і ту ж степінь, введення нової змінної, в деяких випадках корисно застосувати різні штучні прийоми. Поява сторонніх коренів робить необхідною їх перевірку.

Алгебраїчні рівняння вищих степенів розв’язують  застосовуючи розкладання лівої частини рівняння на множники, метод невизначених коефіцієнтів, заміною змінних, за окремою схемою розв’язують симетричні рівняння.

При розв’язуванні систем рівнянь, у багатьох випадках, спочатку необхідно перетворити кожне рівняння до максимально простого вигляду.

Задача №15. Розв’язати рівняння 
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Розв’язання.  Розкладемо ліву частину рівняння на множники. Маємо 
[image: image33.wmf](
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. Останнє рівняння рівносильне сукупності 
[image: image35.wmf]0
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. Із першого рівняння маємо 
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Відповідь. 
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-

=

x

.
Задача №16. Розв’язати рівняння 
[image: image38.wmf]6
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Розв’язання.  Піднесемо обидві частини рівняння до квадрату, після спрощень маємо: 
[image: image39.wmf]31
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 . Повторюємо попередню дію: 
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. Перевіркою встановлюємо, що 
[image: image43.wmf]5

1

=

x

 є коренем рівняння.

Відповідь: 
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Задача №17. Розв’язати рівняння  
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Розв’язання.  Дане рівняння симетричне, тоді 
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Дане рівняння на множині дійсних чисел коренів не має. На множині комплексних чисел корені мають вигляд: 
[image: image55.wmf].

2

3

1

;

2

15

1

4

,

3

2

,

1

i

x

i

x

±

=

±

=


Задача №18. Розв’язати рівняння  
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Розв’язання.  
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Відповідь: 
[image: image61.wmf]1
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Задача №19. Розв’язати систему рівнянь   
[image: image62.wmf]ï
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Розв’язання.  Перемножимо почленно рівняння системи, маємо: 
[image: image63.wmf]3
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. Розділимо перше рівняння системи на друге, маємо: 
[image: image64.wmf].
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Тепер дана система зводиться до такої: 
[image: image65.wmf]î
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Розв’язком цієї системи, а отже і даної є пара 
[image: image66.wmf](
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Відповідь: 
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Задача №20. Розв’язати систему рівнянь   
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Розв’язання.  Зробимо заміну 
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яка має чотири розв'язки: 
[image: image71.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image72.wmf]î
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 EMBED Equation.3 [image: image74.wmf]î
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 Але умову 
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задовольняють тільки перші дві системи. Із першої системи знаходимо: 
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Відповідь: 
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Задача №21. Розв’язати рівняння 
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Розв’язання.  Виконати групування в лівій частині не вдається, тому спробуємо який-небудь член рівняння записати у вигляді суми кількох доданків так, щоб можна було виконати групування. Тому 
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, і далі 
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. Розв’язуючи рівняння сукупності  
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 бачимо, що ні одне з них дійсних коренів не має. Тому і дане рівняння не має коренів.

Задача №22. Розв’язати рівняння 
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Розв’язання.  Застосуємо метод введення нової змінної. Нехай 
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Задача №23. Розв’язати рівняння 
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Розв’язання.  Ліва частина рівняння – сума квадратів, тому додамо до обох частин рівняння такий вираз, щоб ліва частина рівняння стала повним квадратом 
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.  Виконавши перетворення в дужках отримали 
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, тоді рівняння матиме вигляд 
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. Розв’язуємо сукупність рівнянь 
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. Перше рівняння коренів не має, із другого знаходимо 
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Задача №24. Розв’язати рівняння 
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Розв’язання.  Дане рівняння має цікаву особливість: відношення першого коефіцієнта до вільного члена і квадрат відношення другого коефіцієнта до передостаннього  рівні між собою. Рівняння з такою особливістю називають зворотними. Розглянемо на цьому прикладі спосіб розв'язування зворотних рівнянь. Поділимо обидві частини рівняння на 
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 не є коренем цього рівняння. Отримаємо: 
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.  Дане рівняння матиме вигляд 
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. Ці рівняння не мають дійсних коренів, а тому і задане рівняння не має коренів.

Задача №25. Розв’язати рівняння 
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Розв’язання.  Запишемо рівняння у вигляді 
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. Піднесемо обидві частини цього рівняння до кубу: 
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. Після перетворень маємо: 
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. Перевіркою встановлюємо, що всі корені є розв’язками даного рівняння.

Відповідь: 
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Задача №26. Розв’язати рівняння 
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Розв’язання.  Помножимо обидві частини рівняння на 2, отримаємо: 
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Задача №27. Розв’язати рівняння 
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Розв’язання.  Прологарифмуємо вираз. 
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Відповідь:
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Задача №28. Розв’язати рівняння
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Розв’язання.  
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Відповідь: 
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Задача №29. Розв’язати рівняння
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Розв’язання.  
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Відповідь: 
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Задача №30. Розв’язати систему рівнянь   
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Розв’язання.  Виконаємо додавання рівнянь системи, отримаємо: 
[image: image165.wmf]14
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Відповідь: 
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Задача №31. Нехай [image: image171.png]a,,a,,as,..




 - послідовність чисел, яка утворена за таким правилом:

[image: image173.png]


 

Довести, що [image: image175.png]


ділиться на n-1 при n[image: image177.png]> 1.




Розв’язання. При n=2 твердження очевидне, бо кожне ціле число ділиться на 1. Нехай тепер n[image: image179.png]>2



маємо:

[image: image180.png]
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Додавши ці дві рівності, дістанемо 
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 звідси видно, що [image: image185.png]


 ділиться на [image: image187.png]



                                        [image: image188.jpg]



Розв’яжіть самостійно

Задача №1. Скоротити  дріб
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Задача №2. Скоротити  дріб
[image: image190.png]a™t?
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Задача №3. Скоротити  дріб
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Задача №4. Розв’язати рівняння  
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Задача №5. Розв’язати рівняння  
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Задача №6. Розв’язати рівняння  
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Задача №7. Довести, що [image: image196.png]2" > n?



для всіх натуральних n[image: image198.png]



Задача №8. Розв’язати систему рівнянь   
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Задача №9.    Розв’язати систему рівнянь   
[image: image200.wmf]ï
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Задача №10. Розв’язати систему рівнянь   
[image: image201.wmf](
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                                  [image: image202.jpg]



Відповіді та вказівки до задач розділу І

(алгебра)

Задача №1. Розв’язання.
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Задача №2. Розв’язання.

[image: image205.png]a™+t
(a+1
)+a™”
:7,, Y a+ D+
—h a3(a+ 1)





[image: image206.png](a+ 1)@ +a* ' +a"?) a*3(a*+a’+ 1)
A HE- D@+ 1) @ Ha-D(@tat D@ —atl)
_ (a*+ad+ 1 a
T@-D@+a+D a





Задача №3. Розв’язання.
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Задача №4. Розв’язання.  Серед дільників вільного члена знаходимо перший корінь рівняння 
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Відповідь: 
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Задача №5. Розв’язання.  Введемо заміну 
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З першого рівняння за теоремою Вієта: 
[image: image221.wmf].
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Відповідь: 
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Задача №6. Розв’язання. Дільники вільного члена  
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Відповідь:
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Задача №7. Розв’язання. Для n[image: image238.png]


 маємо [image: image240.png]25 >
52



 Припустимо справедливість рівності для n=k[image: image242.png]


 Тоді для n=k+1 одержимо  [image: image244.png]22k >
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За індукційним припущенням [image: image246.png]2k >
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, бо квадратний тричлен  [image: image250.png]k2 —2k—1



 при  k[image: image252.png]


 набуває додатніх значень. 
Отже, нерівність справедлива для всіх натуральних n[image: image254.png]


.  При n=1 нерівність має місце, але здійснити індукційний перехід при 

k[image: image256.png]


неможливо. 
Задача №8. 
Розв’язання. 
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Відповідь:  
[image: image262.wmf](
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Задача №9.    Розв’язання.  Прологарифмувавши обидві частини кожного рівняння за основою 2, одержимо: 
[image: image263.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image264.wmf](
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  Розділимо перше рівняння системи на друге (це ділення не приведе до втрати розв’язків, бо 
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Перша система сукупності не має розв’язків, а пара 
[image: image269.wmf](
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Відповідь: 
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Задача №10. Розв’язання.  Перетворимо рівняння системи: 
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З першого рівняння системи маємо: 
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З першої системи сукупності маємо: 
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Відповідь: 
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Геометрія
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Розв’язуємо разом

Задача №1(10). В чотирикутнику ABCD діагональ BD є бісектрисою кута ABC і AC=BC. Відомо, що (BDC=80° і (ACB=20°. Знайти значення кута BAD. 

Розв’язання: Оскільки BC=AC, то трикутник ABC рівнобедрений і (СBA=(СAB=80°. Кут BDC також дорівнює 80°, отже кути BAC і  BDC є вписаними кутами і навколо чотирикутника ABCD можна описати коло. Тоді (BDA= (BСA=20°, як вписані кути, що спираються на одну дугу. Залишається знайти кут BAD. В трикутнику BAD (BAD=180°-40°-20°=120°.
Відповідь: 120°.

Задача №2 (11). У зрізаному конусі твірна нахилена до площини більшої основи під кутом 
[image: image283.wmf]a

. У цей конус вписано кулю  радіуса 
[image: image284.wmf]r

. Знайдіть довжину лінії, вздовж  якої куля дотикається до бічної поверхні конуса.

Розв’язання .Осьовий переріз даної комбінації фігур – це рівнобічна трапеція із вписаним колом. Довжина лінії дотику 
[image: image285.wmf]KP
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У чотирикутнику 
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Відповідь: 
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Задача №3(11). Твірна конуса утворює з його віссю кут 
[image: image292.wmf]a

 . У цей конус вписано кулю. Знайдіть відношення об’єму конуса до об’єму кулі. 

Розв’язання. У осьовому перерізі маємо рівнобедрений трикутник із вписаним у нього колом. Нехай 
[image: image293.wmf]r
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. Виразимо висоту і радіус конуса через радіус кулі. [image: image294.png]A’N&A
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Відповідь: 
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 Задача №4(11). Висота конуса дорівнює
[image: image303.wmf]H

 , а кут між висотою та його твірною – 
[image: image304.wmf]a

 . У цей конус вписано другий конус так, що вершина другого конуса збігається з центром основи першого, основи конусів паралельні, а твірна другого конуса перпендикулярна до відповідної твірної першого конуса. Знайдіть об’єм вписаного конуса.

Розв’язання. Розглянемо осьовий переріз комбінації конусів. 
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Відповідь. 
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Задача №5(11).  Конус вписано в кулю. Площа осьового перерізу конуса дорівнює 
[image: image317.wmf]S

 , а кут між його висотою і твірною – 
[image: image318.wmf]a

. Знайдіть площу поверхні кулі.

Розв’язання.У осьовому перерізі маємо рівнобедрений трикутник вписаний у коло.
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Відомо, що 
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Площа поверхні кулі рівна 
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Відповідь: 
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Розв’яжіть самостійно

Задача № 1(10). В трикутнику дано дві сторони а  і  b  

 і відомо, що сума висот, опущених на ці 

сторони, дорівнює третій висоті. Обчислити третю сторону с.

Задача №2(11). Твірна конуса дорівнює 
[image: image333.wmf]l

 і утворює кут 
[image: image334.wmf]a

 із площиною основи конуса. У цей конус вписано півкулю так, що центр півкулі належить основі конуса, а поверхня півкулі дотикається до бічної поверхні конуса. Знайдіть об’єм півкулі.

Задача №3(11). У правильній трикутній піраміді SABC довжини бічних ребер 4 см. Плоскі кути при вершині рівні 30°. На ребрах SA і SC вибрані точки M і N відповідно. Знайти мінімальне значення суми BM+MN+NB. 
Задача №4(11). У конус, кут між твірною і площиною основи якого дорівнює 
[image: image335.wmf]a

 , вписали кулю. У цю кулю вписали куб. Знайдіть відношення об'ємів конуса і куба.

                                   [image: image336.jpg]



Відповіді та вказівки до задач розділу І

(геометрія)

Задача № 1(10). В трикутнику дано дві сторони а  і  b   і відомо, що сума висот, опущених на ці 

сторони, дорівнює третій висоті. Обчислити третю сторону с.

Розвязання.   S = 
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 Відповідь:   с = 
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Задача №2(11). Твірна конуса дорівнює 
[image: image342.wmf]l

 і утворює кут 
[image: image343.wmf]a

 із площиною основи конуса. У цей конус вписано півкулю так, що центр півкулі належить основі конуса, а поверхня півкулі дотикається до бічної поверхні конуса. Знайдіть об’єм півкулі.

Розв’язання. У осьовому перерізі отримаємо рівнобедрений трикутник з вписаним у нього півколом. 
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Відповідь: 
[image: image352.wmf]a
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Задача №3(11). У правильній трикутній піраміді SABC довжини бічних ребер 4 см. Плоскі кути при вершині рівні 30°. На ребрах SA і SC вибрані точки M і N відповідно. Знайти мінімальне значення суми BM+MN+NB. 
[image: image2763.wmf]c
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Розв’язання: Для розв’язання зробимо допоміжну побудову –              

розгортку бічної поверхні піраміди. Оскільки 

плоскі кути при вершині піраміди дорівнюють

 по 30°, то (BSB1=90°. Неважко бачити, що 

найменшого значення сума BM+MN+NB набуватиме 

у випадку, коли точки M і N розміщені на прямій BB1. 

Тоді довжина BB1=
[image: image353.wmf]2

4

см.
Задача №4(11). У конус, кут між твірною і площиною основи якого дорівнює 
[image: image354.wmf]a

 , вписали кулю. У цю кулю вписали куб. Знайдіть відношення об'ємів конуса і куба.

Розв’язання. Розглянемо осьовий переріз комбінації конуса, кулі, куба: в рівнобедрений трикутник вписано коло, а в коло вписано квадрат.

[image: image355.png]



Нехай сторона квадрата дорівнює а, тоді діагональ квадрата – це діаметр кола, він рівний 
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Відповідь: 
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    ІІ. Задачі з підручників  10-11 класів
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Розв’язуємо разом

Алгебра і початки аналізу: підручник для 10 класу загальноосвітніх навчальних закладів: академ. рівень/  Мерзляк А. Г., Номіровський Д. А.,  Полянський В. Б., Якір М. С. – Харків: Гімназія, 2010.

Задача №268**. Парним чи непарним натуральним числом є показник степеня n функції f(x)=xn, якщо : 

1. f(-4) > f(-2);
2. f(-4) < f(2);
3. f(-4) < f(-2);
4.  f(4) > f(2);
5. f(-4) > f(2);
6. f(4) > f(-2)?

Відповідь :

1.  f(-4) > f(-2), n- парний 
показник;

2.   f(-4) < f(2),   n- непарний
показник;

3.   f(-4) < f(-2),  n- непарний
показник;

4.  f(4) > f(2),     n- може бути і парним, і   непарним, встановити неможливо;

5.  f(-4) > f(2),   n- парний показник;

6.  f(4) > f(-2),    n- може бути і парним, і   непарним, встановити неможливо;

Задача №293**. Парним чи непарним  є  натуральне число n у показнику  степеня функції f(x)=x -n, якщо : 

1.   f(-2) > f(-1);

2.   f(-2) < f(1);

3.  f(-2) < f(-1);

4.  f(2) < f(1)?

Відповідь : f(x) = x-n, тобто при х
[image: image373.wmf]¹

0  f(x) = 
[image: image374.wmf]n
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.
1.   f(-2) < f(-1),  n - непарне число;

2.  f(-2) < f(1),   n - визначити неможливо;

3.  f(-2) < f(-1),  n -  парне число;

4. f(2) < f(1),   n - визначити неможливо.

Задача №390**. Доведіть, що 
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Розв’язання. Нехай 
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Отже, 
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Тотожність доведена.

Задача № 455**. Спростити  вираз:

                          (m – n)/( m1/3 – n1/3)  - (m +n)/(m1/3 + n1/3)

Розв’язання.  (m – n)/( m1/3 – n1/3)  - (m +n)/(m1/3 + n1/3) =
( (m1/3)3 –( n1/3)3)/(m1/3 – n1/3) – ( (m1|3)3 +(n1/3))3)/ (m1/3  + n1/3) 

Вирази  в  чисельниках  дробів  розкладаємо  на  множники  за  формулами різниці  кубів   і  суми  кубів  двох  виразів,  після  скорочення  дробів   маємо:

m2/3  +  m1/3n1/3 + n2/3 – m2/3 + m1/3n1/3 – n2/3  =  2m1/3n1/3.

Відповідь:  2m1/3n1/3
Задача №387**. Знайдіть  значення  виразу: [image: image390.png]V7 —4v3 e V2+1/3




Розв’язання.  
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Задача №474.  Розв’язати рівняння, використовуючи метод заміни змінної:

                     1) 
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Розв’язання. 1)  Нехай 
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Відповідь: 1,  4. 

6) Запишемо дане рівняння у вигляді 
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Відповідь:  1024.

Задача №845 (1). Розв’язати рівняння 
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Розв’язання.  Використаємо формули подвійного аргументу  та основну тригонометричну тотожність: 
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Відповідь:  
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Задача №862 (7). Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання.  Скориставшись формулами пониження степеня, запишемо: 
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Відповідь:  
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Задача №238.  Для кожного значення  а розв’яжіть нерівність: 
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Розв’язання.  1) Розіб’ємо множину значень параметра а на підмножини користуючись тими значеннями параметра, при яких, або при переході через які відбуваються якісні зміни нерівності чи рівняння. Потім розв’язуємо нерівність на кожній підмножині. Для даної нерівності таким значенням є 
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Задача №266. Скільки коренів залежно від значення а має рівняння: 
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Розв’язання. 1) якщо 
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Задача №267. Скільки коренів залежно від значення а має рівняння: 
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Розв’язання.  Якщо 
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Задача №527.При яких значеннях а можлива рівність:
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Розв’язання. 1) 
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Задача № 808. При яких значеннях параметра а рівняння 
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Розв’язання. 
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 EMBED Equation.3 [image: image523.wmf].
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  друге рівняння на проміжку 
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 Тобто  перше рівняння повинно мати той самий корінь, або 
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Задача №851. При яких значеннях а має корені рівняння:
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[image: image528.wmf](

)

(

)

0

3

2

sin

3

3

sin

2

=

-

+

-

-

a

a

x

a

x

;

2) 
[image: image529.wmf]0

10

6

cos

2

cos

2

2

=

+

-

+

+

a

a

x

x

?
Розв’язання. 1) 
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Алгебра 11 клас
Підручник  А.Г.Мерзляк, Д.А.Номіровський, В.Б.Полонський М.С.Якір «Алгебра 11 клас». Харків, гімназія, 2011
Задача №17.24. При яких значеннях параметра а рівняння 
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Розв’язання. 
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      Рівняння має єдиний корінь, якщо 
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Задача №17.29. При яких значеннях параметра а рівняння  
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Розв’язання. 
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Рівняння має два різні корені при 
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Задача №18.32. Для кожного значення параметра а  розв’яжіть нерівність 
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Розв’язання. 
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Задача №21.42. Скільки розв’язків має рівняння  
[image: image567.wmf](

)

(

)

0

3

1

log

2

=

-

-

+

a

x

x

 залежно від значення параметра а?
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Задача №21.44.  При яких значеннях  параметра а рівняння 
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Розв’язання. 
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Рівняння має єдиний розв'язок, якщо 
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Задача №22.29.  Для кожного значення параметра а розв’яжіть нерівність 
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Розв’язання.       
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Геометрія 10 клас
За підручником  Біляніна О.Я., Білянін Г.І., Швець В.О. Геометрія. 10 клас: Академічний рівень – К.: Генеза, 2010.
[image: image2765.jpg]


Задача  №31**.  Через  вершину  А  ромба  АВСД  проведено  пряму а,  яка  паралельна   діагоналі  ВД.  Доведіть,  що  прямі  а  і  СД  перетинаються.

Розв’язання.   АВСД  – ромб,  а ІІ  ВД,   А є а.  Пряма    а  і   ВД  однозначно    визначають  площину   Назвемо  її  ά,  А є ά ,  О  є ά (  оскільки  О  є  ВД),  тоді  АС є ά,  бо  дві  точки  А і О  прямої  АС  лежать  у  площині  ά.  С  є  ά,  Д  є ά,  тому  СД  є ά.  Оскільки,  прямі  а  і  СД  лежать  в  площині  ά,  то  вони  не  є  мимобіжними.  Припустимо,  що  ά ІІ  СД,  тоді  в  площині  ά  через  точку  Д  проходять  дві   різні    прямі  ВД  і  СД,  паралельні  прямій  а,  але  це  неможливо.  Отже,  прямі  а  і  СД  перетинаються.

Задача № 32**   Через  вершину  С  ромба  АВСД  проведено  пряму  в,  яка  не  лежить  в  площині  ромба,  а  через  вершину  А  – пряму  а,  яка  паралельна  діагоналі  ВД.    Доведіть,  що  прямі  а  і  в   мимобіжні.

[image: image2766.png]


Розв’язання.   За  умовою  а ІІ ВД,  тому  а  і  ВД  лежать  в  одній  площині.  Назвемо  її   ά.   а  є ά,   точка  перетину діагоналей  ромба  О  лежить  у  площині  ά,  бо  належить  прямій  ВД.  Дві  точки  А  і  О  прямої  АС  належать  площині  ά,  тому   АС  є  ά.  Отже,  ромб  АВСД  і  пряма  а  лежать  в  одній  площині,  а  пряма  в   в  іншій,  це  означає,  що  прямі  а  і  в  мимобіжні.

Задача  №3.58**.   Відрізок  АВ  перетинає  площину  ά  в  точці  О.  Через  кінці  А і В  відрізка  проведено  паралельні  прямі,  які  перетинають  площину  в  точках  А1  і  В1  відповідно.  Знайдіть:   

1)  АА1,  коли  відомо,  що  ОА :ОВ = 4 : 5,   ВВ1  = 15 см;
2) ОА1   і ОВ1,   якщо   АА1 :  ВВ1 = 5 : 6,  А1В1  = 22 см.
[image: image2767.png]


Розв’язання.    Паралельні  прямі  АА1  і  ВВ1  однозначно  визначають  площину.  Відрізок  АВ  належить  цій  площині,  бо  А є АА1 ,  В є ВВ1.  Трикутники   АОА1  і  ВОВ1  подібні  за   двома    кутами  ( <АОА1 = <ВОВ1,  як  вертикальні, Кути  А  і  В  рівні,  як  внутрішні  різносторонні).  Тоді   АА1/ВВ1  = АО/ОВ = А1О/ОВ1.

1) АА1 /ВВ1  = АО/ОВ;  АА1 = (ВВ.1 *АО)/ОВ = 15х4/5 = 12( см )
2) АА1/ВВ1 = А1О/ОВ1    А1О/ОВ1 = 5/6

3) Позначимо  А1О = 5х;  ОВ1  = 6х;   5х + 6х = 22

11х = 22;     х = 2

А1О = 10 см,  ОВ1 = 12 см.
Задача  30** .  Дано  трикутник  АВС  і  площину ά,  яка  його  не  перетинає.  Точки  М, N, К – середини  сторін  АВ, ВС, АС  відповідно.  Через    точки  А, В, С, М, N, К  проведено  паралельні  прямі  АА1, ВВ1,СС1, ММ1,,NN1, КК1                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                 
(А1, В1, С1, М1, N1, К1 – точки  перетину  паралельних  прямих  з  площиною  ά).

Відомо,  що  КК1 = 10 см, NN1 = 9 см, ВВ1 = 11 см.  Знайти  довжини  відрізків  АА1,  СС1, ММ1.

 Розв’язання. Нехай  АВС – даний  трикутник :  М, N, К – середини                сторін  АВ,  [image: image2768.png]


 ВС,  АС  відповідно  Через  точки  А, В,  С, М, N, К  проведемо   паралельні  прямі  АА1, 
ВВ1,  СС1, ММ1, NN1,  КК1.  

NN1  – середня  лінія  трапеції  СС1В1В.

NN1  = (СС1 + ВВ1)/2;   СС1 = 2NN1 – ВВ1 = 18 – 11 = 7(см)

КК1  – середня  лінія  трапеції  АСС1А1
КК1 = (АА1 + СС1)/2 ;  АА1 = 2КК1 – СС1 = 20 – 7 = 13(см)

Аналогічно, ММ1 =( 13+ 11)/2 = 24/2 = 12 (см).
Задача №4.45.** Доведіть,  що  можна  побудувати  дві  паралельні   площини, які  відтинають   на  двох  даних   попарно   мимобіжних   ртямих  рівні  відрізки.

[image: image2769.png]


Розв’язання. Виконаємо   доведення ,  побудувавши  такі  площини.  Розглянемо  три  попарно   мимобіжні   ребра   куба   АВСДА1В1С1Д1:   А1В1,  Д1Д,  і  ВС. Побудуємо  перерізи  куба  площинами   В1Д1С  і  А1ВД. Ці  площини  мають  з  відповідними  гранями  куба  по  дві  спільні  точки,  а  отже,  перетинають  ці  грані  по  прямих,  що  проходять  через  ці  точки.  Таким  чином  трикутники  В1Д1С  і  ВДА1  -- шукані  перерізи.   ВД ІІ В1Д1,   СД1 ІІ ВА1,  як  діагоналі  протилежних  граней  куба.  Тоді  за  ознакою   паралельності  площин 

(В1Д1С) ІІ (ВДА1).   Ці  паралельні  площини   відтинають  на  мимобіжних  прямих  рівні  відрізки   А1В1,  ВС    і   ДД1.

Геометрія 11 клас

За підручником  Біляніна О.Я., Білянін Г.І., Швець В.О. Геометрія. 11 клас: Академічний рівень – К.: Генеза, 2011

Задача №35.19. Твірна зрізаного конуса дорівнює сумі радіусів основ, а висота – різниці цих радіусів. Знайти відношення радіусів основ зрізаного конуса.

Розв’язання. Осьовим перерізом зрізаного конуса є рівнобічна трапеція 
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 Відповідь: 
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Задача №27.20. Кулю радіуса 18м  перетинають дві взаємно перпендикулярні площини. Радіуси утворених перерізів відносяться як 2:3. Знайдіть площі перерізів, якщо довжина їх спільної хорди дорівнює 2м.
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Розв’язання . 
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Відповідь: 
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Задача №54.24. У зрізаний конус вписано кулю радіуса  r . Кут між твірною і площиною основи конуса дорівнює 
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. Знайдіть об’єм зрізаного конуса.

Розв’язання. Розглянемо осьовий переріз даної комбінації тіл. 
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Відповідь: 
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Задача №31.25. Знайдіть площу тієї частини поверхні кулі, яка освітлюється з точкового джерела світла, розміщеного на відстані 10см від поверхні кулі, якщо радіус кулі 15см.
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Розв’язання. Площа, яку освітлює точкове джерело світла – це площа сегмента. 
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Відповідь: 180
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Розв’яжіть самостійно

Підручник – Алгебра і початки аналізу: підручник для 10 класу загальноосвітніх навчальних закладів: академічний  рівень/  Мерзляк А. Г., Номіровський Д. А.,  Полянський В. Б., Якір М. С. – Харків: Гімназія, 2010.

Задача №1. Розв’язати рівняння 1) 
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Задача №2. Розв’язати рівняння  1)  
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Задача №3. Розв’язати рівняння  1) 
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Задача №4. Розв’язати рівняння   
[image: image634.wmf]1
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Задача №5. Розв’язати рівняння  
[image: image635.wmf]162
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Задача №6. Розв’язати рівняння 
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Задача №7. Розв’язати рівняння 
[image: image637.wmf]3
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Задача №8. Розв’язати рівняння 
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Задача №9. Розв’яжіть рівняння 
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Задача №10. Розв’язати систему рівнянь   
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Підручник  – Алгебра і початки аналізу: підручник для 11 класу загальноосвітніх навчальних закладів: академічний  рівень/  Мерзляк А. Г., Номіровський Д. А.,  Полянський В. Б., Якір М. С. – Харків: Гімназія, 2011
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Задача № 9.23. Дотичною до графіка якої з функцій у = х2-2, у = х3-2х, у = х2-2х, у = -х2 у точці з абсцисою х0=1 є пряма, зображена на малюнку?

Задача № 9.24. На графіку функції f(x)=- 
[image: image641.wmf]1
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x

знайдіть точку, дотична в якій перпендикулярна до прямої 
у -2х+1=0

Задача № 9.25. Чи існують дотичні до графіка функції f(x)= х3+2х -1, які перпендикулярні до прямої у = -х?

Задача № 9.26. При яких значеннях b і c парабола у = x2+bx+c дотикається до- прямої у = 4х+1 у точці з абсцисою х0= 1?

Задача № 9.30. У якій точці графіка функції f(x)=
[image: image642.wmf]x
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потрібно провести дотичну, щоб ця дотична проходила через початок координат?

Задача № 9.32. Дві перпендикулярні дотичні до графіка функції f(x)= 3 -
[image: image643.wmf]2

1

х2 перетинаються в точці А, яка належить осі ординат. Знайдіть координати точки А.

Задача № 9.34. При яких значеннях а пряма у = 2х + а є дотичною до графіка функції f(x) = 
[image: image644.wmf]1
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? 
Задача № 9.36. Знайдіть рівняння спільної дотичної до графіків функцій f(x) = x2-2x+5 I g(x) = x2+2x-11?

Задача №11.27. Розв’яжіть рівняння 
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Задача №12.33. При яких значеннях параметра  a функція

[image: image646.wmf]19
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 має додатну точку мінімуму?

Задача №12.35. При яких значеннях параметра а  точка х0=0 є точкою максимуму функції 

[image: image647.wmf]9
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Задача №12.37. При яких значеннях параметра а  точка х0=2 є точкою екстремуму функції 
у = х3 – 2ах2 + (2а2- 2а)х + 9?

Задача №17.21.  Розв’яжіть рівняння 
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Задача №17.23(1). Розв’яжіть рівняння 
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Задача №17.27 (1). 
[image: image650.wmf] Розв’яжіть рівняння 
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Задача №21.34. Розв’язати систему рівнянь   
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Задача №28.20. Площі двох взаємно перпендикулярних перерізів кулі дорівнюють 185
[image: image653.wmf]p

см2 і 320
[image: image654.wmf]p

см2. Знайдіть радіус цієї кулі, якщо довжина спільної хорди перерізів 16см.

Задача №29.20. Через дві точки, що поділяють радіус кулі на три рівні частини, провели площини, перпендикулярні до цього радіуса. Знайдіть відношення площ утворених перерізів.

Задача №55.24.  У конус вписано циліндр, діагоналі осьового перерізу якого паралельні твірним конуса. Твірна конуса дорівнює l  і нахилена до основи конуса під кутом 
[image: image655.wmf]a

. Знайдіть об’єм частини простору, обмеженого бічними поверхнями конуса, циліндра та їх спільною площиною основ.

Задача №32.25. У зрізаний конус вписано кулю, радіус якої 
[image: image656.wmf]r

. З центра кулі діаметр більшої основи конуса видно під кутом  
[image: image657.wmf]a

2

. Знайдіть об’єм зрізаного конуса.

Задача №35.25.  Довжина ребра куба 10см. Центр куба є центром сфери радіуса 6см. Знайдіть площу поверхні  тієї частини кулі, яка міститься всередині куба.
                                        [image: image658.jpg]



Відповіді та вказівки до задач розділу ІІ

Задача №1.   1) 1;  2) -1, -3, -5;  3) 
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Задача №2.   1) 
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Задача №3.   1)  2;   2)  0;  2.

Задача №4.  
[image: image664.wmf]9
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Задача №5.  
[image: image665.wmf].
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Задача №6.   -1,  4.

Задача №7.  
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Задача №8.   2.

Задача №9.  -1, 0, 1.

Задача №10.  (1;  3).
Задача №9.23. у = -х2
Задача №9.24. (1,5; -2). Скористатися тим, що прямі перпендикулярні, якщо k1k2= -1.

Задача №9.25. Ні

Задача №9.26. b=c= 2

Задача №9.30. (
[image: image667.wmf]2
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; 2)

Задача №9.32. (0; 
[image: image668.wmf]2

7

) Скористатися тим, що прямі перпендикулярні, якщо k1k2= -1.

Задача №9.34. 2

Задача №9.36. у=8х-20. Вказівка: запишіть рівняння дотичних до графіків функцій f i g  у точках А(x1; f(x1))  I B(x2; g(x2)) відповідно, а потім установіть за яких умов ці дотичні збігаються.

Задача №11.27. Розв’язання. Розглянемо функцію 
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, тобто функція   f   зростає  на проміжку 
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Відповідь: -1.
Задача №12.33 (0;1)((1; +∞)

Задача №12.35. 1

Задача №12.37. 2

Задача №17.21.  Розв’язання. Оскільки 
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  Далі маємо: 
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Відповідь: -2; 2.

Задача №17.23(1). Розв’язання. Виконаємо заміну 
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Відповідь: -1, 0, 1.

Задача №17.27 (1). Розв’язання. Розглянемо функцію 
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Відповідь: 1.

Задача №21.34. Розв’язання. З другого рівняння системи знаходимо 
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 не є розв’язком даного рівняння.

Відповідь: (1,5;  2) .

[image: image2774.jpg]



Геометрія 11 клас
Задача №28.20.  21см.

Задача №29.20.8:5.

Задача №55.24. 
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. Розгляньте паралелограм, обмежений твірною конуса, діагоналлю прямокутника осьового перерізу циліндра, діаметрами основ циліндра і конуса.

Задача №32.25. 
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. У діаметральному перерізі маємо вписане у рівнобічну трапецію коло, гострий кут прямокутного трикутника при вершині більшої основи дорівнює 
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Задача №35.25 
[image: image710.wmf](
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ІІІ. Рівняння з параметрами 
1. Лінійні рівняння з параметрами 
Рівняння з параметрами – це рівняння, до запису якого, крім змінної та числових коефіцієнтів входять також буквені коефіцієнти – параметри. Такі  рівняння  можна розв’язувати як звичайні рівняння, поки всі перетворення можна виконати однозначно, а потім розв'язування розбити на кілька випадків, щоб у кожному з них відповідь через параметри можна було записати однозначно.

Рівняннями з параметрами називають рівняння виду: f(x;a)=0, де a – шукана невідома, a – параметр.

Щоб розв’язати таке рівняння необхідно:

· знайти область допустимих значень параметра;

· розв’язати рівняння відносно x і записати x  у вигляді функції від параметра;

· визначити, для яких допустимих значень параметра значення  такої функції є розв’язком рівняння;

· розглянути дане рівняння для цих допустимих значень параметра, при яких його неможливо розв’язати відносно x; визначити, чи має дане рівняння при цих значеннях параметра розв'язки, і якщо має, то які.

Вперше із задачами з параметрами учні ознайомилися вже під час розв'язування лінійних рівнянь виду   ax+b=0,  де x – невідоме,  а,b  – параметри.

Якщо 
[image: image711.wmf]0

¹

a

 то рівняння ax+b=0 має єдиний розв'язок: 
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якщо 
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, то рівняння має безліч розв’язків – усі дійсні числа;

якщо 
[image: image714.wmf]0
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, то рівняння розв’язків не має.

Серед задач з параметрами можуть бути завдання на знаходження таких значень параметра, для яких рівняння має єдиний корінь, не має коренів, має додатні чи від’ємні корені. 

2. Системи лінійних рівнянь з параметрами

Розв’язати систему рівнянь з параметрами – означає, що треба встановити, для яких значень параметрів:

· система має єдиний розв’язок;

· система є несумісною, тобто не має розв’язків;

· система має безліч розв’язків.

Розв’язуючи систему лінійних рівнянь 
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      де    х, у – невідомі, 
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 – параметри,  треба знати, що система: 

а) має один розв'язок, якщо
[image: image717.wmf];
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б) не має розв’язків, якщо
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в) має безліч розв’язків, якщо 
[image: image719.wmf];
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      Усі ці випадки можна проілюструвати графічно:
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3. Квадратні рівняння з параметрами

Рівняння виду ax2+bx+c=0, де x – змінна, a,b,c – параметри, 
[image: image723.wmf]0

¹

a

, називається квадратним рівнянням з параметрами.

Розв'язування рівнянь такого виду  можна проілюструвати так:

[image: image724]
Слід розглянути умови існування коренів певних знаків. Для квадратного рівняння 

ax2+bx+c=0, де 
[image: image725.wmf]0
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, мають місце такі твердження:

· Рівняння має два додатні корені, якщо виконуються умови:  
[image: image726.wmf].
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· Рівняння має два різні додатні корені, якщо виконуються умови:  
[image: image727.wmf].
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· Рівняння має два від'ємні  корені, якщо виконуються умови:  
[image: image728.wmf].
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· Рівняння має два різні від'ємні  корені, якщо виконуються умови:  
[image: image729.wmf].
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· Рівняння має корені різних знаків, якщо виконуються умови:  
[image: image730.wmf].
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Під час розв'язування квадратних рівнянь і нерівностей з параметрами часто використовують і теорему Вієта. 

4. Нерівності з параметрами

· Лінійні нерівності.
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· Квадратичні нерівності.

Розв’язати нерівність 
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4

,

0

,

0

4

0,

2

=

=

=

-

=

a

a

a

a

коли

D

   
[image: image735.wmf](

)

(

)

¥

+

¥

-

Î

Þ

>

=

;

0

0

;

0

,

0

2

U

x

x

a

Якщо

.


[image: image736.wmf](
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Розв’язуємо разом

Задача №1. Розв’язати рівняння  
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Розв’язання.  Знаходимо значення параметра при яких перетворюється в нуль коефіцієнт при 
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Якщо 
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Якщо 
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Відповідь. Якщо 
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 , то коренів немає.; якщо 
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Задача №2. Знайти всі значення параметра 
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, для яких рівняння 
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 має два різні дійсні корені.  

Розв’язання.  Якщо коренів два, то 
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. Рівняння має два різні дійсні корені, коли 
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Відповідь. 
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Задача №3. Для якого значення 
[image: image765.wmf]a

 система рівнянь 
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Розв’язання.  Знаходимо такі значення параметра 
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, при яких виконуються умови 
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Відповідь. 
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Задача №4. Для яких значень параметра а сума коренів квадратного рівняння 
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  дорівнює нулю?

Розв’язання.  За теоремою Вієта [image: image772.wmf](
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, ще не випливає, що ці корені дійсні. Необхідно, щоб виконувалась умова: 
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. Досить перевірити виконання цієї нерівності для 
[image: image777.wmf]3

-

=

a

  і  
[image: image778.wmf]1

=

a

. Значення 
[image: image779.wmf]1

=

a

 не задовольняє нерівність.

Відповідь. 
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Задача №5. Розв’язати рівняння 
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Розв’язання.  Досить розв’язати систему: 
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Отже, 
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Відповідь. Якщо 
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Задача №6. Розв’язати нерівність 
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Розв’язання.  Розглянемо три випадки: 
[image: image794.wmf].
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1) Якщо 
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Відповідь. Якщо 
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Задача №7. Розв’язати нерівність 
[image: image811.wmf](

)

1

2

3

+

<

-

ax

x

a

.

Розв’язання.  
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Задача №8. Розв’язати нерівність 
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Розв’язання.  Розкриємо знак модуля: 
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Якщо 
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Відповідь. Якщо 
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Задача №9. При яких значеннях параметра а рівняння  
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 має єдиний розв’язок?

Розв’язання. 
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Рівняння має єдиний корінь, якщо 
[image: image844.wmf]0

£

a

 або 
[image: image845.wmf]2

=

a

.

Задача №10. Визначте кількість коренів рівняння  
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Задача №12. Знайдіть усі значення параметра 
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Задача №13. Знайдіть усі значення параметра  
[image: image878.wmf]a

, при кожному з яких  рівняння 
[image: image879.wmf](

)

0

1

sin

2

2

cos

2

=

-

-

+

-

+

a

a

x

a

x

 має корені.

Розв’язання.  
[image: image880.wmf](

)

(

)

.

0

sin

2

sin

2

;

0

1

sin

2

sin

2

1

2

2

2

2

=

+

-

-

+

=

-

-

+

-

+

-

a

a

x

a

x

a

a

x

a

x



[image: image881.wmf](

)

(

)

(

)

.

2

3

4

12

9

2

4

2

2

2

2

2

-

=

+

-

=

-

×

×

-

-

=

a

a

a

a

a

a

D

   
[image: image882.wmf](

)

4

2

3

2

sin

-

±

-

=

a

a

x

.

1)
2) 

  
[image: image883.wmf]2

2

1

2

1

1

4

2

3

2

1

£

£

-

£

£

-

£

-

+

-

£

-

a

a

a

a

                                             
[image: image884.wmf]2

0

1

1

1

1

4

4

4

1

1

4

2

3

2

1

£

£

£

-

£

-

£

-

£

-

£

+

-

-

£

-

a

a

a

a

a


Відповідь. При 
[image: image885.wmf][

]

2

;

2

-

Î

a

.
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Задача №15. Знайдіть усі значення параметра 
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 Задача №27. При яких значеннях параметра b система 
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Розв’яжіть самостійно

Задача №1. Розв’язати рівняння 
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Задача №2. При яких значеннях а можлива рівність 
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Задача №3. При яких значеннях параметра а  рівняння 
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Задача №4. При яких значеннях а має корені рівняння: 1) 
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Задача №5. Для кожного значення параметра а розв’яжіть нерівність 
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Задача №6. Скільки розв’язків має рівняння 
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Задача №7. При яких значеннях параметра а  рівняння 
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Задача №8. Для кожного значення параметра а розв’яжіть нерівність 
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Задача №9. Для кожного значення параметра 
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Задача №10. Для кожного значення параметра  а  розв’яжіть рівняння 
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Задача №11. Для кожного значення параметра  а  розв’яжіть нерівність 
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Задача №12. Для кожного значення параметра  а  розв’яжіть нерівність 
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Задача №13. Знайти всі значення параметра а, при яких нерівність  
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Задача №14. При яких значеннях параметра  а нерівність 
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Задача №15. Знайдіть усі значення параметра 
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Задача №16. При якому найменшому значенні параметра 
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Задача №9.        Розв’язання.  
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Відповідь. При 
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Задача №10. Розв’язання. Побудуємо графік функції 
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Відповідь. При 
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Задача №11. Розв’язання.  
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Задача №12. Розв’язання.   
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Задача №13. Розв’язання.  Ліва частина нерівності – квадратний тричлен, знаходимо дискримінант: 
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. Квадратична функція лівої частини нерівності набуває недодатних значень за умови 
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Відповідь. 
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Задача №14. Розв’язання.  Виконаємо заміну 
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 Відповідь. 
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Задача №15. Розв’язання.  
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 EMBED Equation.3 [image: image1016.wmf];
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Відповідь. 
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Задача №16. Розв’язання.  Розв’яжемо систему рівнянь графічно: графіки – два кола. 

[image: image1019.png]



Система має єдиний розв’язок тоді, коли вони дотикаються, отже 
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Відповідь. 
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10

-

=

a

 .

ІV. Функціональні рівняння

Рівність, з якої можна знайти невідому функцію, називається функціональним рівнянням. Розв’язати функціональне рівняння – означає знайти невідомі функції, що входять до нього. Одне з функціональних рівнянь носить ім’я О. Коші f( x+y) = f(x) + f(y)

Метод підстановок

Суть цього методу полягає в тому, що до змінних, які входять в рівняння, застосовують деякі підстановки. Дістаємо систему рівнянь, одним із невідомих якої є шукана функція. Після розв’язування системи безпосередньо перевіркою необхідно переконатись, що знайдена функція задовольняю умові задачі.
                                 [image: image1022.jpg]\ & e/
; wm,w,m
WW&\




Розв’язуємо разом

Задача №1. Знайдіть усі функції  f :R\ (0? 2003(( R які задовольняють рівняння 
 (2003 – х)f(x)  - 2xf(2003 – x) = 1

Розв’язання. Застосуємо заміну х = 2003 – t,  х = t. Дістанемо систему рівнянь відносно f(t) та  f(2003-t).

(tf(2003 – t) – 2(2003 – t)f(t) = 1

(
((2003 – t)f(t) – 2f(2003-t) = 1;  
Помножимо перше рівняння системи на 2 і почленно додамо, отримаємо: -3(2003 – t)f(t) = 3.

Оскільки  t (0, t(2003, то f(t) = 
[image: image1023.wmf]2003
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.

Тепер замінимо t = x. Перевіркою переконуємося, що функція f(x) = 
[image: image1024.wmf]2003
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 задовольняє дане рівняння.

Відповідь: f(x) = 
[image: image1025.wmf]2003
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, х (0, х (2003
Задача №2. Знайдіть усі функції f: R ( R, які задовольняють рівняння f(x+y) – f(x-y) = 4xy.

Розв’язання. Застосуємо заміну x + y = u  x – y = v, маємо рівняння:

f(u) – f(v) = u2 – v2 ,    поклавши v = 0, отримаємо f(u) = u2 + f(0). Позначимо тепер u = x  і отримуємо  f(x) = x2  + a. де а = f(0).

Відповідь: f(x) = x2  + a. де а =const
Задача №3. Знайдіть  функцію f(x), яка задовольняє функціональне рівняння 2f(1-x) + 1 = xf(x).

Розв’язання.

Зробимо заміну 1-х = t,  тоді x= 1 – t. Матимемо функцію
2f(t) + 1 = (1-t)f(1-t). Можна перепозначити t = x: 2f(x) + 1 = (1-x)f(1-x).

Зручно позначити f(x) = f1, f(1-x) = f2. Матимемо систему:

(2 f2 + 1 = х f1
(
(2f1 + 1  = (1 – х) f2

Знаходимо функцію f1.. З першого рівняння f2 = 
[image: image1026.wmf]2
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, тоді  2f1 + 1  = (1 – х) 
[image: image1027.wmf]2
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4f1+4 = (1–х)(хf1–1). Розв’язавши відносно f1 маємо, що
f1=
[image: image1028.wmf]4
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. (дискримінант квадратного тричлена від’ємний, тому знаменник не дорівнює нулю).
Відповідь : f = 
[image: image1029.wmf]4
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Задача №4. Знайдіть  f(x), що задовольняє функціональне рівняння xf(x) + 2f(
[image: image1030.wmf]x
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) = 3, x(0.

Розв’язання. Проведемо заміну 
[image: image1031.wmf]x
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 = t; звідси x = -
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)+2f(t)=3. Нехай t=x, тоді
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 + 2f(x) = 3. Введемо позначення  f(
[image: image1038.wmf]x
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) = f2, f(x) = f1
(x f1 +2 f2 = 3


f2 = 
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 f2 + 2 f1 = 3
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 + 2f1 = 3

помножимо це рівняння на 2x(0

Маємо -3 + xf1 + 4xf1 = 6x, звідси f1 = 
[image: image1043.wmf]x
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Перевірка: x · 
[image: image1044.wmf]x
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Відповідь: f(x) = 
[image: image1048.wmf]x
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Задача №5. Знайдіть усі функції f: R(R, які задовольняють рівняння f(x + y) = f( x ) + y.

Розв’язання. Обнуляється одна із змінних. Поклавши х = 0, дістанемо f( y ) = y + f( 0 ).

Позначимо a = f( 0 )  та y через х. отримаємо f( x ) = x + a, де а -const

Виконаємо перевірку: x + y + a = x +a + y, отже, а – будь-яка константа. 

Відповідь: f( x ) = x + a, де  a = const.

[image: image1049.wmf] 

Розв’язання. Виконаємо послідовно підстановки:
            x=t, y=tf(2t) + f(0) – 2f(t)(1+t) = 2t3(3-t)

    x = t, y = -tf(0) + f(2t) – 2f(t)(1 – t) = 2t3(3+t)
Маємо систему рівнянь відносно  f(t) та  f(2t)

f(2t) + f(0) – 2f(t)(1+t) = 2t3(3-t)

f(2t)  +f(0) +  – 2f(t)(1 – t) = 2t3(3+t)

З системи дістанемо, що f(t) = t3.

Перепозначимо змінну t на x.

Відповідь: f(x) = x3.
                                                   [image: image1050.jpg]



Розв’яжіть самостійно

Задача №1. Знайдіть  усі функції f: R(R, які задовольняють рівняння f(xy) = y2003f(x).
Задача №2. Знайдіть усі функції, що задовольняють рівняння f(x +y ) = f(x)cosy + f(y)cosx
f: R(R.

Задача № 3. Знайдіть всі функції f: R\ {0;1} такі, що f(x) + f(
[image: image1051.wmf]x

-

1

1

) = x.

Задача №4. Знайдіть усі функції f: R(R, які задовольняють рівняння
f(x+y) + f( x – y ) – 2f(x)(1+y) = 2xy(3y-x2).

                                    [image: image1052.jpg]



Відповіді та вказівки до задач розділу IV
Задача №1.  Розв’язання. Покладемо х = 1, дістанемо f(y) = y2003f(1).

Позначивши f(1) = t, матимемо функцію f(x) = t·x2003, де t = const, пере позначивши у=х

Виконаємо перевірку:

t (ху)2003 = у2003· tх2003. Ліва та права частини рівності співпадають для довільних дійсних х, у та t.

Відповідь: f(x) = t·x2003, де t = const.

Задача №2. Розв’язання. Зробимо заміну х=
[image: image1053.wmf]2

p

+t; y=
[image: image1054.wmf]2

p

, тоді
f(
[image: image1055.wmf]2

p

+
[image: image1056.wmf]2

p

+t) = f(
[image: image1057.wmf]2
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+t)cos
[image: image1058.wmf]2
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 + f(
[image: image1059.wmf]2

p

)cos(
[image: image1060.wmf]2

p

+t), так як cos
[image: image1061.wmf]2

p

=0, то
f(π+t)=-asint.
π+ t = x, t = x – π, тоді  f(x) = -asin(x-π) = asin(π-x) = asinx.

Відповідь: f(x) =  asinx.

Задача № 3.   Відповідь: f(x) = 
[image: image1062.wmf])
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, для всіх х(R\ {0;1}.

Задача №4. Розв’язання. Виконаємо послідовно підстановки:
            x=t, y=tf(2t) + f(0) – 2f(t)(1+t) = 2t3(3-t)

    x = t, y = -tf(0) + f(2t) – 2f(t)(1 – t) = 2t3(3+t)
Маємо систему рівнянь відносно  f(t) та  f(2t)

f(2t) + f(0) – 2f(t)(1+t) = 2t3(3-t)

f(2t)  +f(0) +  – 2f(t)(1 – t) = 2t3(3+t)

З системи дістанемо, що f(t) = t3.

Перепозначимо змінну t на x.

Відповідь: f(x) = x3.

V. Многочлени
Теоретичні відомості
Якщо многочлен Р(х) має корінь х=а, то він ділиться на двочлен х – а, тобто його можна подати у вигляді Р(х) = (х - а) ∙ Q(х), де Q(х) – многочлен на одиницю меншого степеня.

Многочлен степеня n має не більше n дійсних коренів (навіть з урахуванням кратності). Звідси випливає, що коли два многочлени Р(х) та Q(х), степінь яких не більший n, набувають однакових значень більше ніж в n точках, то їх коефіцієнти при відповідних степенях рівні.

Часто використовують такі тотожності:
[image: image1063.wmf]
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а також формулу бінома Ньютона:


[image: image1066.wmf]y
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де біноміальні коефіцієнти обчислюються за формулою:
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, k=1, 2, 3,  …, n.
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Розв’язуємо разом

Задача №1. Розкладіть многочлен 
[image: image1069.wmf]xyz
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Розв’язання. Маємо 
[image: image1070.wmf]´
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[image: image1071.wmf]z
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[image: image1072.wmf])
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Задача №2. Многочлен: а) 
[image: image1073.wmf]c
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; б) 
[image: image1074.wmf]d
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набуває цілі значення при довільному цілому х. Якими можуть бути його коефіцієнти (наприклад, чи обов’язково вони є цілими)?

Розв’язання. а) Підставивши у многочлен 0 та [image: image1075.wmf]±

 1, дістанемо, що c та a [image: image1076.wmf]b

±

 цілі числа. Отже, цілими є числа с, 2a, 2b та  a+b . Навпаки, якщо вказані числа цілі, то многочлен можна записати у вигляді: [image: image1077.wmf]p

nx
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1

(

з цілими m= 2а,n=a-b та p=c, і набуває для цілих  x цілі значення.
Зауваження. Многочлен  k-го степеня, який набуває при цілих х цілі значення, завжди можна подати у вигляді:

[image: image1079.png]oz )bemko ) |, wlamb).(a—(k2))

P(x)= o -1

+otpx+ g



, де m, n, …, p,  q – цілі числа. 

Відповідь, а) с, 2а, 2b та а + b – цілі числа

б) Числа 6а, 2b, а + b + с та d повинні бути цілими; многочлен подається у вигляді [image: image1081.png]m l)(z Dy pXl gyt g



, з цілими m=6a, n=6a+2b, p=a+b+c, q=d.

Задача №3. Многочлен 
[image: image1082.wmf]a
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 набуває в усіх цілих точках х цілі значення. Чи може один із його коефіцієнтів 
[image: image1083.wmf]a

i

 дорівнювати 
[image: image1084.wmf]13

1

?

Розв’язання.  Многочлен[image: image1086.png]P(x) = éx(x — 1) (x — 12)



  [image: image1088.png]P(x) = éx(x'l) . (x-12)



 QUOTE  
 набуває в цілих точках цілих значень, а коефіцієнт при [image: image1090.png]13



 в нього дорівнює [image: image1092.png]


. Відмітимо, що довільне раціональне число може бути коефіцієнтом такого многочлена, але ніяке ірраціональне число бути ним не може. 
Відповідь: Так, може.

Задача №4. Розкладіть на множники многочлен 
[image: image1093.wmf]x
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,      де n – натуральне число, n 
[image: image1094.wmf]3

³
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Розв’язання. Припустимо, що х [image: image1095.png]


 1 і скористаємося формулою суми геометричної прогресії: [image: image1097.png]T+x+x? + 42" =



. Отже, наш многочлен можна записати у такому вигляді:
Р(х) =[image: image1099.png]



(при х [image: image1100.png]


 1). Випадок, коли х = 1, очевидний. 

Відповідь. (1 + х + ... + [image: image1102.png]


1)(1 + х+…+[image: image1104.png]X" + x"t1)



.

Задача №5. Коефіцієнти многочлена 
[image: image1105.wmf]a
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 дійсні числа, які за модулем не перевищують 1985. Доведіть, що цей многочлен не має дійсного кореня, більшого за 1986.

Розв’язання.  Запишемо даний многочлен у вигляді [image: image1107.png]x"Mx+a, —D+x*?(x+a, - D+ --+x(x+a, ,— 1)+ (x+ay)



. Оскільки за умовою задачі [image: image1109.png]la,| < 1985 (i= 1,2,




, то при значеннях x більших за 1986 значення виразів, записаних у дужках, будуть додатними. Отже, задане рівняння не має коренів, більших за 1986.

Задача №6. Многочлен Р(х)=
[image: image1110.wmf]c
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має чотири різних дійсних корені. Доведіть , що ab
[image: image1111.wmf]Ð

0.
Розв’язання. 1-й спосіб. Нехай [image: image1113.png]


 < [image: image1115.png]


 < [image: image1117.png]


 < [image: image1119.png]


– корені даного многочлена. Тоді [image: image1121.png]x¥ 4+ axi+ bx, + ¢ =0



 і [image: image1123.png]x* +ax: +bx, +c=0



. Віднявши ліві і праві частини рівностей, дістанемо [image: image1125.png](%, — %, )(x5 + 2,0 (xf + x2, + a(xf + %, %, + x2)+ b)) =0



. Якщо k[image: image1127.png]


 , то 
 [image: image1129.png]At it +]
o
b

X,
bt
Erud




.                      (1)

Крім того, за теоремою Вієта:
[image: image1131.png]Xy X5 + Xy Xg + XX, + XaXg + XaXy + X3 X,




.
         (2)

Доведемо, що аb < 0. Припустимо протилежне, тобто, що аb [image: image1133.png]


 0. Нехай, наприклад, а [image: image1135.png]


 0, b [image: image1137.png]


 0. (Випадки коли, а = 0, b – будь-яке число, або b = 0, а – будь-яке число, а також випадок а [image: image1139.png]


 0, Ь [image: image1141.png]


 0 розглядається аналогічно. Зробіть це самостійно.) Тоді з формули (1) маємо [image: image1143.png]X, + %, < 0



. Аналогічно, одержу​ємо, що [image: image1145.png]X, + X < 0



, [image: image1147.png]X, +x, <0



, [image: image1149.png]Xy + Xg < 0



, [image: image1151.png]X, + x, <0



,           [image: image1153.png]X +x, < 0.



А це означає, що серед чисел [image: image1155.png]Xy, X0,X9,Xy



не більше одного додатного, тобто [image: image1157.png]X, <0, x, <0,x; <0



(бо [image: image1159.png]


 – найбільший серед цих коренів). Але тоді з рівності (2), яка має вигляд

[image: image1161.png]X, (06 + X )+ x5, + %)+ x%,(6; + x,)=0



, випливає, що [image: image1163.png]X+ Xy =Xy + Xy = Xq + Xy



=0. Звідси [image: image1165.png]


 Дістали протиріччя.
ІІ-й спосіб. Нехай  [image: image1167.png]Xy < Xy < Xy < Xy



– корені даного многочлена. Скориста​ємося графіком функції у = [image: image1169.png]


 + [image: image1171.png]ax



 + bх + с (див. рис. 1). Її похідна у' = [image: image1173.png]4x?



+[image: image1175.png]3ax’



 +b  перетворюється в нуль у трьох різних простих точках [image: image1177.png]


, [image: image1179.png]


,[image: image1181.png]


,які лежать між числами [image: image1183.png]Xy, X0, X2, X0:Xy << Py < Xy <Py < Xg << Pg < X,



. При цьому на інтервалі ([image: image1185.png]


; [image: image1187.png]


) функція у' додатна, а на інтервалі ([image: image1189.png]


; [image: image1191.png]


) – від’єм​на. Друга похідна у" = 12[image: image1193.png]


 + 6ах перетворюється в нуль у двох різних точках [image: image1195.png]


та [image: image1197.png]


, причому точки [image: image1199.png]


та [image: image1201.png]


 збігаються з точками 0  та - [image: image1203.png]


. Значення першої похідної в цих точках має різні знаки. Це означає, що а[image: image1205.png]


0 i [image: image1207.png]y'(0) ' (=) <0



, тобто [image: image1209.png]b(4b + a®) < 0.



 Звідси випливає, що [image: image1211.png]



[image: image2775.jpg]


Оскільки 
[image: image1213.png]


 то [image: image1215.png]ab < 0.



 Рис.1.
[image: image2776.png]


Задача №7. Нехай [image: image1216.wmf]a
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, [image: image1217.wmf]b
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 такі два многочлени, які задовольняють нерівнос​ті |f(х)| < 1980 ∙ |g(х)| та |g(x)| ≤1980 ∙ |f(х)|, при всіх дійсних значеннях змінної х. Доведіть, що k = m.
Розв’язання. Припустимо, що k [image: image1219.png]


 т. Нехай спочатку k > т. Тоді

[image: image1220.png]b, Iy
g0y 1 Hitevim
fey xFm g Gg g G

x Kk





при [image: image1222.png]


але це неможливо, бо згідно з умовою [image: image1224.png]


, для будь-якого х, крім скінченної кількості тих значень х, для яких f(x)=0. Якщо [image: image1226.png]k < m



, то [image: image1228.png]


, при [image: image1230.png]


, що суперечить другій нерівності. Одержані протиріччя і доводять, що k = т.
                                                    [image: image1231.jpg]



Розв’яжіть самостійно

Задача №1. Доведіть, що всі коефіцієнти у розкладі многочлена


[image: image1232.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image1233.wmf])
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 додатні.

Задача №2. Розкладіть на множники многочлен 
[image: image1234.wmf]1
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x

x

.

Задача №3. Доведіть, що суму квадратів двох різних натуральних чисел, помножену на суму квадратів двох інших різних натуральних чисел, можна подати у вигляді суми квадратів двох натуральних чисел.

Задача №4.Знайдіть суму коефіцієнтів при непарних степенях х у многочлена 
[image: image1235.wmf])
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Задача №5. Подайте многочлен 
[image: image1236.wmf]1

1985

+

+

x

x

 у вигляді добутку двох многочленів, степінь кожного з яких не менший за 2.
Задача №6. Многочлен Р(х)
[image: image1237.wmf]d

cx

bx

ax

+
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3

набуває цілих значень при х= -1, х=0, х=1, х=2. Доведіть, що цей многочлен набуває цілих значень для всіх цілих х.

Задача №7. Графік многочлена Р(х)=[image: image1239.png]X2+ bx+c



 зображено на рисунку. Знайдіть знаки коефіцієнтів a, b, c.
Задача №8. Знайдіть многочлен з цілими коефіцієнтами, такий, щоб

число а =[image: image1240.wmf]3

3

3
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+

  було його коренем.
Задача №9. Обчисліть коефіцієнт при [image: image1241.wmf]x

100

 у многочлені [image: image1242.wmf])
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 після зведення подібних доданків.
                                             [image: image1243.jpg]



Відповіді та вказівки до задач розділу V
Задача №1. Розв’язання. Розгляньте спочатку многочлен 
[image: image1244.wmf])
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Задача№2. Розв’язання. Маємо 
[image: image1245.wmf]
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[image: image1247.wmf])
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Задача№3. Розв’язання. Маємо 
[image: image1248.wmf]+
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[image: image1249.wmf])
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Задача№4. Розв’язання. Розгляньте многочлен [image: image1251.png]P) ~P(-x)



, де [image: image1253.png]P(x) = (x° + x— 1)1%%¢



. Шукана сума дорівнює [image: image1255.png]PI)-P(-1)
>



. Відповідь. [image: image1257.png]1-3198¢



.

Задача №5. Розв’язання. Покажіть, що даний многочлен ділиться на [image: image1259.png]


+1. Для цього скористайтеся тотожністю: [image: image1261.png](a—1D)(a"t+a* 2+ -+a’+a+1)



,  яка має місце для будь-якого дійсного а та натурального п.  
Зауваження. Аналогічно доводиться, що при будь-яких невід’ємних
 цілих числах k, п, т многочлен [image: image1263.png]xFHH2 4 yIndl gy 43m



 ділиться на [image: image1265.png]


 + х + 1.
Відповідь,
([image: image1267.png]


 + х + 1)([image: image1269.png]


(х - 1)([image: image1271.png]1930



+ [image: image1273.png]1977



+ ... +[image: image1275.png]


+ 1)+ 1).
Задача №6. Розв’язання. Має місце тотожність  

               [image: image1277.png]z(z by

P(x)=6a-

G- Da(a+1)
"

+2b- +(a+b+c)x+d



.

Далі скористайтесь ідеями розв’язування задачі 6.6.
[image: image2777.jpg]


 Задача №7. Розв’язання. З даного рисунка видно, що [image: image1279.png]P(x) = o



 при [image: image1281.png]


Тому, [image: image1283.png]a>=0.



З рівності [image: image1285.png]


та з рисунка випливає, що [image: image1287.png]c>0



. Для визначення знака числа b, слід помітити, що b[image: image1289.png]= P'(0).



 Як видно з даного рисунка, в околі точки х = 0 даний многочлен спадає, тому [image: image1291.png]P'(0)<0



, тобто [image: image1293.png]h <0



. Відповідь.[image: image1295.png]a>0b<0,c>=0.




Задача №8. Розв’язання. Оскільки [image: image1297.png]


 = ([image: image1299.png]2+ 33 =



 5 + 3[image: image1301.png]2-BE2+¥3) =



5 +3a[image: image1303.png]


, то ([image: image1305.png]—5) =



162[image: image1307.png]


, тобто [image: image1309.png]


 -15[image: image1311.png]


 - 87[image: image1313.png]


-125 = 0. Отже, шуканий многочлен  – Р(х) = [image: image1315.png]


- 15[image: image1317.png]


 - 87[image: image1319.png]


 - 125.

Задача №9. Розв’язання..  Перемноживши без зведення подібних членів три многочлени
(1+ x + [image: image1321.png]


+...+ [image: image1323.png]100



)[image: image1325.png]


(1+x + [image: image1327.png]


 +...+ [image: image1329.png]100



)(1+x+[image: image1331.png]


 + ...+[image: image1333.png]100



), дістанемо суму добутків виду [image: image1335.png]xPxIx”



, де р, q, r — цілі числа, які задовольня​ють умови 0 [image: image1337.png]


 р [image: image1339.png]


 100, 0 [image: image1341.png]


 q [image: image1343.png]


 100, 0 [image: image1345.png]A



100, причому коефіцієнти при[image: image1347.png]XPxTx’



 дорівнюють 1. Вирази [image: image1349.png]100



 одержаться лише при умові р + q + r = 100. Тому шуканий коефіцієнт при [image: image1351.png]100



 дорівнює кількості цілочисельних роз’язків рівнян​ня р + q + r = 100, де 0 [image: image1353.png]


 р [image: image1355.png]


100, 0 [image: image1357.png]


q [image: image1359.png]


100, 0 [image: image1361.png]A



100. Це рівняння має 101 розв’язок при р = 0, 100 розв’язків при р =1, 99 розв’язків при р = 2 і т. д. Отже, шуканий коефіцієнт дорівнює

101+100+99+…+2+1=[image: image1363.png]102:101

5151





Відповідь. 5151.
                                    [image: image1364.jpg]o“ »

) P




VI. Вектори
                                           Теоретичні відомості

[image: image2778.emf]Крім таких операцій над векторами як додавання, віднімання і мно​ження на число доцільно використовувати скалярний добуток векторів: [image: image1366.png]|5 - | 8]



. Якщо ж и = ([image: image1368.png]XM )V



= ([image: image1370.png]


; [image: image1372.png]


) – координати цих векторів, то [image: image1374.png]&

<



=[image: image1376.png]X X, + VMV



. Аналогічна формула має місце для векторів, розташованих у просторі.

Для довільних п точок площини (чи простору) [image: image1378.png]


існує

єдина точка О (центр ваги) така, що [image: image1380.png]OA, + CA, + -+ 0A_=0



.
Для довільних п відрізків площини (чи простору) [image: image1382.png]A, B,



, [image: image1384.png]A, B,



, …, [image: image1386.png]A, B,



 існує єдина точка О (центр ваги) така, що [image: image1388.png]1,-OM,+1, OM, +--+1 -OM, =

0



, де  [image: image1390.png]


 – довжина відрізка [image: image1392.png]A B



, а [image: image1394.png]


 — його середина.
Для довільних п трикутників площини (чи простору) [image: image1396.png]A,B,C,



, [image: image1398.png]A,B,C,



, ..., [image: image1400.png]A.B.C,



 існує точка О (центр ваги)  така, що  [image: image1402.png]S -OM,+S, - OM,+--+5, -OM_ =

0



де [image: image1404.png]S;(i=12,..,n)



 – площа трикутника [image: image1406.png]A,B,C,



, а [image: image1408.png]


 – точка перетину його медіан.
Теорема. Якщо М – точка перетину медіан трикутника АВС, то для довільної точки Р (простору) справедлива рівність

[image: image1409.png](PA+PB + PC)



.

                                [image: image1410.jpg]\ & e/
; wm,w,m
WW&\




Розв’язуємо разом

Задача №1. Доведіть, що для довільного паралелограма ABCD має місце рівність: 4[image: image1412.png]. AB - AD = |AC|? — |BD|?




.
Розв’язання. Позначте [image: image1414.png]AD



=[image: image1416.png]


, [image: image1418.png]AB



=[image: image1420.png]


, тоді,  [image: image1422.png]|AC|? — |BD|? = (AC — BD) (AC+ BD) = ((b+ &) — (d— b+ad
N +BD)=((E+a)- (a-B))(E+a)+



 що і треба було довести.
Задача №2. Точки [image: image1424.png]Ay Ay, Ay



 розбивають коло діаметром 1 на 8 конгруентних (рівних) дуг; В – довільна точка цього ж кола.

Знайдіть модуль суми векторів [image: image1426.png]BA, + BA, + -+ BA,



.
Розв’язання. [image: image1428.png]BA, =BC + 04, (i =1,




, де О –  центр кола. Тому [image: image1430.png]BA,+BA,+ -+ BA, =8-B0 + (0A, + OA, + -+ 04, ).



Доведіть, що сума [image: image1432.png]OA, + OA, + -+ 04, = 0.



 

Відповідь. |[image: image1434.png]BA, + BA, + -+ BA,



| = 4.
Задача №3.  У трикутнику ABC проведено висоти [image: image1436.png]AA,,BB,,CC,



. Відомо, що  [image: image1438.png]AA, + BB, + CC, = 0



. Доведіть, що трикутник  ABC правиль​ний.
Розв’язання. Позначимо через D і Е проекції точок [image: image1440.png]


 і [image: image1442.png]


, на пряму АС. Тоді із рівності [image: image1444.png]


=[image: image1446.png]


= [image: image1448.png]AA,



 + [image: image1450.png]cC,



 для проекцій на пряму АС одержи​мо рівність [image: image1452.png]


=[image: image1454.png]AE + CD



. Оскільки [image: image1456.png]AE — AD + DE



 і [image: image1458.png]CD =CE + ED



, знаходи​мо, що   [image: image1460.png]AD



 + [image: image1462.png]CE



 = [image: image1464.png]


,  тобто [image: image1466.png]AD



 = [image: image1468.png]EC



.  Звідси випливає, що [image: image1470.png]|AD| = |EC|



.                                                     
                                                                          B                                                                                                          

                                         [image: image1471.jpg]B hy



C
З прямокутних трикутників [image: image1473.png]AC,D



і [image: image1475.png]ACC,



, матимемо: [image: image1477.png]|AD|



= |AC| [image: image1479.png]


 [image: image1481.png]cos’



 [image: image1483.png]A



, а з прямокутних трикутників знаходимо, що [image: image1485.png]|EC|



= [image: image1487.png]|AC|



 [image: image1489.png]. oS’



 [image: image1491.png]2L



 . Оскільки  [image: image1493.png]|AD|



= |EC|, то дістанемо, що [image: image1495.png]cos



 [image: image1497.png]A



= [image: image1499.png]cos



 [image: image1501.png]2L



. Аналогічно доводиться, що [image: image1503.png]cos?zA



= [image: image1505.png]cos



 [image: image1507.png]/B



. Звідси випливає, що [image: image1509.png]A



 =[image: image1511.png]/B



= [image: image1513.png]2L



 =60°, тобто  [image: image1515.png]


ABC – правильний (якщо один із кутів тупий, наприклад [image: image1517.png]2L



, то [image: image1519.png]A



=[image: image1521.png]/B



= [image: image1523.png]


, [image: image1525.png]2L



 =180°- [image: image1527.png]


, що неможливо, бо [image: image1529.png]


+ [image: image1531.png]


+180°- [image: image1533.png]


 = 180° <=> [image: image1535.png]


 =0.
Задача №8.  Доведіть, що коли сума квадратів довжин сторін деякого чотирикутника дорівнює сумі квадратів довжин його діагоналей, тоді цей чотирикутник – паралелограм.
Розв’язання. Нехай АВСD– даний чотирикутник. Позначимо [image: image1537.png]AB



= [image: image1539.png]==



,

[image: image1541.png]BC



 = [image: image1543.png]


, [image: image1545.png]cD



=[image: image1547.png]


,
[image: image1549.png]DA



 =[image: image1551.png]


, [image: image1553.png]AC



=[image: image1555.png]myL



, [image: image1557.png]BD



=[image: image1559.png]


. З умови
задачі
випливає,
що
                                         [image: image1561.png]==



 + [image: image1563.png]


 + [image: image1565.png]


 + [image: image1567.png]


 =[image: image1569.png]


                                             (1)
                                        [image: image1571.png]&+ b2+ +d?

F24 o



                                              (2)
Оскільки [image: image1573.png]L



 = [image: image1575.png]==



 +[image: image1577.png]


, [image: image1579.png]


 = [image: image1581.png]


+ [image: image1583.png]


, то із (2) дістаємо, що   [image: image1585.png]


=[image: image1587.png](@ + b)?



 + [image: image1589.png](b + &)?



. Звідси випливає, що [image: image1591.png]


 = 2[image: image1593.png]


([image: image1595.png]


)+[image: image1597.png]


. Замінивши [image: image1599.png]


 на         -([image: image1601.png]


) (з рівності (1)), дістанемо [image: image1603.png]


, тобто [image: image1605.png]


= 0. Тоді [image: image1607.png]


= -[image: image1609.png]


, що і означає, що АВСD — паралело​грам.
                                                                  [image: image1610.jpg]



Розв’яжіть самостійно

Задача №1.  Квадрати АВСD  і  [image: image1612.png]A,B,C, D,



(вершини перелічені проти руху годинникової стрілки) розташовані на площині так, що

[image: image1614.png]AA,

2BD,



.  Точка Е – середина відрізка [image: image1616.png]AA,.



 Знайдіть кути

трикутника [image: image1618.png]CEC,



.

Задача №2. Від вершин А і С опуклого чотирикутника АВСD відклали вектори [image: image1620.png]AP



 = [image: image1622.png]CR



, а від вершин В і D – вектори [image: image1624.png]


= [image: image1626.png]DT



. Сталося так, що чотирикутник РQRТ опуклий. Доведіть, що чо​тирикутники АВCD  і РQRТ рівновеликі.
Задача №3.  Знайдіть кути між векторами [image: image1628.png]==



, [image: image1630.png]


, [image: image1632.png]


  в просторі, якщо відо​мо, що ці кути рівні між собою, a   |[image: image1634.png]==



| = |[image: image1636.png]


| = |[image: image1638.png]


| = [image: image1640.png]


.

Задача №4.  У просторі задано чотири точки А, В, С, D. Доведіть, що коли [image: image1642.png]ZABC = £BCD = £CDA = £DAB = 9(°



, то АВСD – пря​мокутник.

Задача №5.  У трикутній піраміді АВСD ребра АD та ВС взаємно перпен​дикулярні. Доведіть, що [image: image1644.png]|AB|? + |CD|? = |AC|? + |BD|%.




Задача №6.  Чи можна на кожному ребрі тетраедра поставити стрілку таким чином, щоб сума шести одержаних векторів дорівнювала нулю?

Задача №7.  Точки А, В, С, D  площини такі, що для довільної точки площини скалярні добутки ([image: image1646.png]MA



;[image: image1648.png]ME



) та ([image: image1650.png]MC



;[image: image1652.png]MD



) не дорівню​ють один одному. Доведіть, що [image: image1654.png]AC



 = [image: image1656.png]DB



.
Задача №8.  Нехай АВСD – тетраедр, в якому [image: image1658.png]


DСВ = [image: image1660.png]


СВА = [image: image1662.png]2D



АВ = 90°, а M – основа перпендикуляра, опущеного з точки D  на площину АВС. Виразіть вектор [image: image1664.png]DM



 через вектори [image: image1666.png]


, [image: image1668.png]


.
Задача №9.  Об’єм тетраедра АВСD дорівнює V. Точки  К, L,  М, N такі, що                                                                                                    [image: image1670.png]AR



=[image: image1672.png]CA



, [image: image1674.png]CL



=[image: image1676.png]BC,DM = AD,DN = CD



. Обчисліть об’єм тетраедра KLMN.

Задача №10.  Сторони опуклого чотирикутника АВСD є основами рівнобедрених попарно подібних трикутників АРВ, ВQС, СRD, DSА, які лежать зовні чотирикутника РQRS. Відомо, що чотирикутник PQRS є прямокутником, причому |PQ| [image: image1678.png]


 |QR|. Доведіть, що АВСD – ромб.
                                          [image: image1679.jpg]



Відповіді та вказівки до задач розділу VI
Задача №1. Вказівка. Скористайтесь векторним методом та поворотом векто​ра на 90°.
Задача №2. Вказівка. Скористайтесь тим, що площа чотирикутника дорівнює половині добутку його діагоналей на синус кута між ними.

Задача №3. Вказівка. Нехай [image: image1681.png]


 – шуканий кут, тоді [image: image1683.png]d+b+¢7 = \a\2+\b‘ + 1812 + 213 - [6] + [B] - 18] + [2] - 3] )cos



 [image: image1685.png]


. Звідси випливає, що [image: image1687.png]cos



 [image: image1689.png]


.
Відповідь. [image: image1691.png]1
7 — arccos .




Задача №4. Вказівка. Розгляньте вектори [image: image1693.png]


 = [image: image1695.png]AB



; [image: image1697.png]


 = [image: image1699.png]


 [image: image1701.png]


 = [image: image1703.png]CD



; [image: image1705.png]


 = [image: image1707.png]DA



.
Тоді [image: image1709.png]


 = [image: image1711.png]


 = [image: image1713.png]


 = [image: image1715.png]


 = 0. Крім того, [image: image1717.png]==



 + [image: image1719.png]


 + [image: image1721.png]


 + [image: image1723.png]


 =[image: image1725.png]


, тобто [image: image1727.png]==



 + [image: image1729.png]


 = -([image: image1731.png]


 + [image: image1733.png]


). Звідси слідує, що [image: image1735.png]


 = ([image: image1737.png]


 +[image: image1739.png]


)([image: image1741.png]al



 +[image: image1743.png]


) = -([image: image1745.png]


 +[image: image1747.png]


)([image: image1749.png]


 + [image: image1751.png]


) = - [image: image1753.png]


 - [image: image1755.png]


 -[image: image1757.png]


 -[image: image1759.png]


, тобто [image: image1761.png]


 + [image: image1763.png]


 = [image: image1765.png]


. Отже, вектори [image: image1767.png]


 = [image: image1769.png]AB



 і [image: image1771.png]


= [image: image1773.png]AB



 лежать на паралельних пря​мих, тобто АВ || СD. Тому чотирикутник АВСD лежить в площині (натягну​тій на ці прямі). Оскільки всі його кути прямі, то він – прямокутник.
Задача №5. Вказівка. Позначте [image: image1775.png]


, [image: image1777.png]


, [image: image1779.png]


, тоді [image: image1781.png]


,

[image: image1783.png]


. За умовою [image: image1785.png]


= 0, тому [image: image1787.png]


.
Задача №6.  Вказівка.
Покладіть тетраедр на горизонтальну площину і спроек​туйте вектори на вертикальну пряму. Сума проекцій не дорівнюватиме [image: image1789.png]


. 
Відповідь. Не можна.

Задача №7. Вказівка. Із умови задачі випливає, що ([image: image1791.png]MA



;[image: image1793.png]DB



 - [image: image1795.png]AC



) [image: image1797.png]


([image: image1799.png]AC



;[image: image1801.png]AD



),

якою б не була точка М. Припустивши, що[image: image1803.png]


 підставте в дану

нерівність [image: image1805.png]WA — A
Tl x (DB —4AC)




і ви прийдете до протиріччя.
Задача №8. Вказівка.
Доведіть, що чотирикутник АВСD – прямокутник.
 Від​повідь. [image: image1807.png]DM



=[image: image1809.png]



Задача №9. Вказівка.
Доведіть, що об’єми тетраедрів LKNM і LAKM рівні і вдвічі більші за об’єм тетраедра LСАD. Відповідь. 2V.

Задача №10. Вказівка.
Скористайтесь векторним методом і доведіть спочатку, що коли PQRS – паралелограм, то АВСD також паралелограм.
VІІ. Принцип Діріхле
[image: image1810.jpg]\ & e/
; wm,w,m
WW&\




Розв’язуємо разом

Задача №1.  Прямокутник  розміром  20х30  розбито  на  клітинки 1х1. Чи  можна  провести  пряму, яка  перетинає  ( по внутрішніх  точках)  50  клітинок  прямокутника?

Розв’язання.  При  переході  із  клітинки  в  сусідню  пряма  перетинає  або  вертикальну, або  горизонтальну  лінію  сітки.  Жодну  з  цих  ліній  вона  не  може  перетнути  двічі.  Всередині  прямокутника  розташовано 

 19 + 29=48  ліній  сітки.  Отже,  пряма  не  може  перетнути  більше  49  клітинок.

Відповідь. Ні,  не  може.

[image: image2779.emf]Задача №2.  Дано  70  різних  натуральних  чисел,  кожне  з  яких   не  перевищує  200.  Доведіть,  що  деякі  два  з  них  відрізняються  на  4,  на 5 або  на  9.

Доведення.  Розглянемо  нові  70  чисел,  які  дістанемо  з  вихідних  додаванням  до  кожного  з  них   4.  Якщо  початкова  і  одержана  множини  перетинаються,  то  у  початковій  множині  знайдеться  пара  чисел  з    різницею  4.  Припустимо,  що  ці  множини  не  перетинаються.   Розглянемо  ще  70  чисел,  які  дістанемо  з  другого  набору  чисел,  збільшенням  кожного  його  елемента  на  5.  Якщо  ця  третя  множина  чисел  перетинається  або  з  першою,  або  з  другою  множинами,  то    знайдеться  два  числа,  які  відрізняються  одне  від  одного  на  5  або  на  9.  Якщо  ж  цього  не  відбудеться,  то  є  210  різних  натуральних  чисел,  кожне  з  яких  не  перевищує  200 + 4 + 5 =  209,  що  не  можливо.

[image: image2780.emf]Задача  №3.   Після  проведення  шахового  турніру  в  одне  коло  з’ясувалось,  що   всі  партії  були  результативними  і  всі  гравці  знали  імена  тих  гравців,  які  виграли  у  них,   а  також  тих,  хто  виграв  у  їх  переможців.  Доведіть,  що  знайдеться  шахіст,  який  знає  імена  всіх  учасників  турніру.

[image: image1811]
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Доведення.  Нехай  гравець  А  набрав  менше  всіх  очок  ( точніше,  не  більше,  ніж  кожен  інший).  Цей  гравець  знає  імена  всіх,  хто  виграв  у  нього.  Припустимо,   що  В  програв  А.  Тоді  В  виграв  у  когось,  хто  виграв  у  А ( інакше  у  В  було  б   менше  очок,   ніж  у  А,  а  це  суперечить   вибору   А).  Тому,    А  знає  й  ім’я  гравця  В.  Отже,  А –  шуканий  учасник  турніру.

Задача №4.   Березовий  гай   має  форму  круга  радіусом  215 м.  Відстань  між  двома  деревами  в  цьому  гаю  не  менше  10 м.  Доведіть,  що  в  гаю   менше  1990  дерев.
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Доведення.  Нехай  в  гаю  п  беріз.  Опишемо  навколо  кожного  дерева  круг  радіусом  5м.  З  умовою  задачі  ці  круги  не  перетинаються  і  розташовані  у  крузі  радіусом    215  +  5  =  220 м.   Отже,    площа                    « збільшеного  березового  гаю»  не  менша  сумарної  площі   маленьких  кругів.  Розв’язавши    нерівність   2202 π ≥ 52π *n,  дістанемо  п≤ 442 = 1936.

Задача №5.  Дано  51   різних  одноцифрових  або  двоцифрових  чисел.  Доведіть,  що  з  них  можна  вибрати  6  таких  чисел,  що  ніяких  два  з  вибраних  не  мають  однакових  цифр  ні  в  одному  розряді.
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Доведення.  Так  як  чисел  51,  то  знайдуться  такі  6  десятків,  що  в  один  з  них  попаде  група  не  менше  ніж  із  6  чисел,  а   в  другий – не  менше  ніж  із  5  і т.д., нарешті,  в  якийсь  десяток  попаде  хоч  би  одне  із  заданих  чисел.  Таким  чином,  всього  різних  десятків  не  менше  6.   Цифри  одиниць   у  чисел  однієї  групи (одного  десятка)  різні:   тому,  взявши  число  із  останньої  групи,  потім –  із  передостанньої ( з  іншою  цифрою  одиниць) і  т. д.,  отримаємо  шукані  6  чисел  з  різними  цифрами.

Задача №6.  Довести  теорему:  якщо  цілі  числа  т  і п  взаємно прості,  то  знайдеться таке  натуральне  k,  що   тk – 1  ділиться  на    п.

Доведення.   Серед    п+1  чисел  т,  т2,…, тп+1  знайдуться  два, які  мають  однакову  остачу  при  діленні  на  п ,  тоді  їх  різниця  ділиться  на  п.

 Нехай,  наприклад,  тt – тt = аn   або  тt( тt-t – 1) = аn.  Так   як  (т,n) = 1, то (тt,n) = 1,  значить,  тt-t  -1   ділиться  на n,  тобто  тt-t  -1   і  є  шукане  число.

Задача №7. В  одиничний  квадрат  кинули 51  точку.  Довести,  що  деякі  три  з  них  обов’язково  лежать  всередині  круга  з  радіусом  1/7
Доведення.  Розділимо   квадрат  на  25  рівних  квадратиків  з  стороною  1/5.  Тоді  знайдеться   один  з  цих  квадратиків,  в  який  попаде  не  менше  трьох  точок  (
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).  Круг,  описаний  навколо  цього  квадратика,  містить  не  менше  трьох  точок  і  має  радіус  

r =√2/10  =  √1/50  < √1/49 = 1/7.

Задача №8.   Сосновий  ліс  росте  на  ділянці,  що  має форму  квадрата  з  стороною  1  км.  Знаючи,  що   весь  цей  ліс  складається  з  4500  дерев  діаметром  50  см,  довести,  що  в  лісі  можна  вибрати  прямокутну  ділянку  10 х 20 м,  на  якій  не  росте  ні  одне  дерево.
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Доведення.  Розділимо   ділянку   на  прямокутники  розміром  10м  х  20 м  і  на  полоси  між  ними,  а  саме:  на  одній  стороні  ділянки  відкладемо  48  відрізків  довжиною  в  20 м  кожний,  причому  між  сусідніми  відрізками  залишимо  проміжок  в  0,6м, та  два  крайніх  відрізки  по  5,9м  кожний.  Тоді   на  ділянці  виявиться  48*95 =4560  прямокутників,  розділених  полосами  шириною   більшою  за   0,5.  Так  як  дерев  всього  4500  і  ні  одне  із  дерев  не  може  попасти  більше,  ніж  в  один  прямокутник,  то  знайдуться   прямокутники (навіть  не  менше  60), на  яких  немає  дерев.
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Розв’яжіть самостійно

    Задача №1.  Будують  башту  з    чорних  та  білих  кубиків,  

в  основі   якої  лежить   прямокутник  3 х 4.  Перший  пласт –  довільний,  кожний  наступний  кладеться  так,  щоб  довільний  кубик  у  попередньому мав  парну  кількість  чорних  сусідів.    Доведіть,  що  зустрінеться  пласт,  який  складається   лише  з  білих  кубиків.
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Задача №2.  Є  20  гирьок,  вага  кожної  з  яких  виражається   цілим  числом  грамів.  Сумарна   вага  гирьок  не  більша  за  тонну.    Доведіть,  що  їх  можна  розділити  на  дві  групи  однакової  ваги ( що  не  перетинаються)
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Задача №3.  Доведіть,  що  існує  число  Фібоначчі,  десятковий  запис  якого  закінчується  на  0001.

Задача №4.  Підлога  розміром  6 х 3 м2  повністю  покрита  квадратними  ковдрами  різних  розмірів  ( краї  ковдр  паралельні  до  стін  кімнати).  Доведіть,  що  можна  забрати  частину  ковдр  так,  щоб  ковдри,  які  залишились,  не  перекривались  і  покривали  більше   2 м2  підлоги.
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Задача №5.  Яку  найбільшу  кількість  клітинок  може  перетнути   коло  радіусом  10, яке  накреслили  на  папері  в  клітинку  (сторона  клітинки  дорівнює  1).

Задача №6.  На  площині  розташовано  п  точок так,  що  довільний  трикутник  з   вершинами  в  цих  точках   має  площу  не  більшу  за  1.  Доведіть,  що    всі  ці  точки  можна  накрити  трикутником,  площа  якого  дорівнює  4.

Задача №7.   У  лісі  всі  дерева  різної  висоти   в  межах  від  10м  до  50м,  причому  відстань  між  будь-якими  двома  деревами  не  більша  за  різницю  їх  висот.  Доведіть,  що  цей  ліс  можна  обгородити  парканом  довжиною  80 м.
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Відповіді та вказівки до задач розділу VІІ

Задача №1.  Вказівка.   Доведіть,  що    розфарбування  пластів  «зациклюється».  Крім  того,  можна  вважати ,що  «нульовий»  пласт складається  з  білих  кубиків.

Задача №2.  Вказівка.  Підрахуйте,  скільки  всього  наборів  можна  утворити  з  20  гирьок та  застосуйте  принцип  Діріхле.

Задача №3. Вказівка.  Скористайтесь  тим,  що  остачі  чисел  Фібоначчі  за  модулем  10000  утворюють  цикл.

Задача №4.  Розв’язання. Відмітимо  найбільшу  ковдру  К1.  Нехай  її  площа  дорівнює  S1.  Заберемо  всі  ковдри,  які  перекриваються  з К1.  При  цьому  звільниться  від  ковдр  площа  підлоги,  яка  не      перевищує  8S1   Серед  усіх  ковдр,  що  залишилися,   крім  К1,  знову    виділимо    ковдру  К2  максимальної  площі  S2  і  заберемо  з  підлоги  ті  ковдри,  які  перекриваються  з  К2.  При  цьому  ми  звільнимо  від  ковдр  площу  підлоги,  яка  не  перевищує 8S2.  Продовжуючи  цей  процес,  ми  одержимо  набір  ковдр  К1,К2,…,  які  попарно  не  перетинаються   і  покривають  більше  1/9  площі  підлоги ( доведіть  самостійно)

Задача №5.   Відповідь.  Найбільше  відоме  число  клітинок  дорівнює  80.

Задача №6. Розв’язання.  Серед  усіх  трикутників  з  вершинами  в  даних  точках  виберемо    трикутник  найбільшої  площі  S≤1.  Через  кожну  його  вершину проведемо  пряму,  паралельну  до  протилежної  сторони.  Площа  трикутника,  утвореними  цими  прямими,  як  бачимо,  дорівнює  4S ≤ 4.   Доведіть,  що  цей  трикутник   містить  всі  дані  точки.  При  доведенні  цього  факту  скористайтесь  тим,  що  всі  трикутники  зі  спільною  основою  а,  які  мають  площу  S  ( або  меншу),  розташовані  в  смузі  між  двома  прямими,  паралельними  до  основи  а,  які  знаходяться  від  неї  на  відстані 
  h= 2S/а.

Задача №7.  Розв’язання.  Зауважте,  що  стежка,  яка  починається біля  найвищого  дерева,  потім  йде  по  прямій  до  наступного  за  висотою  дерева, потім –  до  третього  за  висотою  і  т.д.  до  найнижчого  дерева,  має  довжину,  меншу  40м. Огородивши  парканом  (довжиною  80м)  цю  стежку,  ми  тим  самим  огородимо  парканом  увесь  ліс.
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VIІІ. Парність,  фарбування. Задачі  на  решітках
                                    Теоретичні  відомості

При  розв’язуванні  задач  на  графи  часто  доводиться  використовувати  поняття  парності.   Наприклад,  число  вершин,  з  яких  виходить  непарна  кількість  ребер,    завжди   парне. Подібні  міркування  використовуються  і  при  розв’язуванні  інших  задач.  Так,  наприклад,  для  розв’язування    класичної  задачі:  чи  можна  шахову  дошку  8 х 8 клітинок  без  двох  кутових  клітинок  у  протилежних  кутках   покрити  «доміношками» 

1 х 2 – досить  помітити,  що  кожна  доміношка  покриває  дві  клітинки  різного  кольору ( при  звичайному  шаховому  пофарбуванні), а  кутові  клітинки – одного  кольору.  Інколи  виникає   необхідність  пофарбування   в  більшу  кількість  кольорів.  Окрім  парності  та  пофарбування,  у  задачах  на  аркуші   в  клітинку  та  інших  плоских  і  просторових  решітках   часто  використовують  різні  геометричні  і  комбінаторні  міркування,  метод  координат.  Доцільно  розглянути  аркуш  в  клітинку  як  числову  площину,  на  якій  вузли  решітки – точки  з  цілочисельними  координатами,  чи  квадрат  з  п2  вузлів,  координати  яких – пари  остач  (х,у)  при  діленні  на  п.
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  Розв’язуємо разом

Задача №2.  За  круглим  столом  сидять  п  рицарів  із  двох  ворогуючих  країн.  Число  пар   сусідів – друзів  дорівнює  числу  пар  сусідів – ворогів.  Доведіть,  що  п  ділиться  на  4.
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Розв’язання.  Вказівка.  Число  пар  сусідів  - ворогів  завжди  парне.

Задача №3. Прямокутник    m x k  розбитий  на  прямокутники 1 х п.  Доведіть, що  або   m   ділиться  на п,  або  ділиться   k   на  п.

Роз’вязання.   Вказівка.   Пофарбуйте  даний  прямокутник  в  п  кольорів .

Задача 4.  Із  квадрата 31 х 31  вирізали  99  квадратів   2 х 2 (по  лініях  сітки). Доведіть, що  можна  вирізати    принаймні   ще  один.
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Розв’язання.   Вказівка.  Якщо  це  не так,  то  квадрати  3 х 3  з тими  ж  центрами,  що і  вирізані  квадрати 2 х 2,  покривають  квадрат  30 х 30,  що  неможливо.

Задача №5.  На  дошці п х п  стоять  декілька  тур  так, що  у  будь – якому  хресті,  утвореному  з  вертикалі  та  горизонталі,  центральна  клітинка  якого  порожня,  стоїть   п  тур.  Доведіть,  що  всього  тур  не  менше,  ніж п2/2.
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Розв’язання.   Нехай  k – кількість  тур в  одній  з  горизонталей.  Можна  вважати,  що  k ≤ п/2.  Нехай  є   l  горизонталей  з  k  турами  і  t  вертикалей  з (п – k)  турами. Можна  вважати,  що  це  нижні  l  горизонталей  і  праві  t  вертикалей.  Очевидно,  що  t ≥ п- k    і  l   ≥ k.

Крім  того,  лівий  нижній  прямокутник 1 х ( п –t)  цілком  заповнений  турами  ( інакше  знайдуться  ще  вертикалі  з  п – k  турами).  Отже, всього  тур  не  менше  ніж     l (п –t) + t (п – k) ≥ k (п – t) + ( п – k) = 

=t (п – 2k)  + kп ≥ (п – k) (п – 2k) + пk = k2 = (п – k)2 ≥ п2/2. 
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Розв’яжіть самостійно

Задача №1.  У  вершинах  куба  записані  числа  1  і -1.  Також  на  кожній  грані  записано  добуток  чисел,  які  стоять   у  вершинах  цієї  грані.  Чи  може  сума  всіх  записаних  чисел  дорівнювати  нулю?
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Задача №2.  По    кругу  записані  4  одиниці    і  5  нулів.  За  один    хід   між  двома  однаковими  цифрами    записують  одиницю,  а  між  різними   – нуль( старі   цифри  стирають).  Чи  можуть  через  декілька  ходів  всі  числа  стати  однаковими?
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Задача №3.   При  яки  натуральних   n    дошку     (2 n + 1) х (2n  + 1)  без  кутової  клітинки  можна  розбити  на    доміношки,    серед    яких   однакова  кількість  вертикальних  та  горизонтальних?  
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Задача №4.   На    шаховій  дошці  10 х 10  стоїть  51  тура.  Доведіть,  що  можна  вибрати  6  тур,  які  не  «б’ють»  одна  одну.
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Задача №5.  На  дошці  m х n   розташовано  декілька    кісточок  доміно.   Жодну  з  них  не  можна  зсунути  (не  зсуваючи  інших).  Доведіть,  що  вільних  клітинок  у  прямокутнику  менше  за  mn /5.
Задача №6.  Чи  можна  квадрат  16 х 16  розбити  на  64  прямокутники  1 х 4,  із  яких  31  стоятимуть  вертикально,  решта  33 – горизонтально?
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Задача №1.  У  таблиці  25 х 25  записані  цілі  числа   так,   що  в  кожному  стовпчику  та  кожному  рядку  зустрічаються  всі  числа  від  1  до  25.  При  цьому  таблиця  симетрична  відносно   головної   діагоналі.  Доведіть,  що   на  головній  діагоналі  зустрічаються  по  одному  разу  всі    числа  від  1  до  25.

                                 [image: image1831.jpg]



Відповіді та вказівки до задач розділу VІІІ

Задача №1 Відповідь.   Ні.  Вказівка.  Чисел  всього  14, а  їх  добуток  дорівнює  1.

Задача №2.  Відповідь.  Ні.
Задача №3.  Відповідь.  При  парних  n.

Задача №4.  Вказівка.  Доведіть  за  індукцією  більш  загальне  твердження:

 з   nk + 1  тур  на  дошці    n х n   можна  вибрати    k + 1,  які  не  «б’ють»  одна  одну.  Для   цього,  виберіть  туру,  яка  б’є  не  більше    n + k – 2  інших.

Задача №5.   Вказівка.   Використайте   такий   план   розв’язку.  По – перше:  на  краю   дошки   не   може   бути   вільних   клітинок;   по – друге :   будь – які   чотири   клітинки,   сусідні    (  через  сторону)  з   однією  вільною,  повинні   бути   зайнятими.  По – третє:   у  різних    вільних   клітинках   набори   сусідів   не   перетинаються.

Задача №6.  Вказівка.  Пофарбуйте   кожну    четверту   вертикаль.    

[image: image1832.jpg]



ІХ. Геометричні задачі

[image: image1833.jpg]



                                  [image: image1834.jpg]\ & e/
; wm,w,m
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  Розв’язуємо разом

Задача №1. У трикутнику ABC  проведена медіана AM, точка K лежить на AM, причому AK:AM=1:3. Через точку K  і вершину В проведено пряму, що перетинає АС у точці L. Знайдіть площу трикутника AKL, якщо площа трикутнику ABC дорівнює S.

[image: image2789.png]


Розв’язання.  Нехай ABC даний трикутник, AM – медіана (СМ=МВ). Проведемо [image: image1836.png]MN || AC



(N є BL). Тоді [image: image1838.png]MN



- середня лінія [image: image1840.png]ABCLiMN



 .

Розглянемо трикутники  AKL і [image: image1842.png]MKN



. [image: image1844.png]AAKL~ AMKN



 (за двома кутами).

З подібності трикутників

[image: image1846.png]AL
MN

AK
MK



 
 [image: image1848.png]SMN=3CL.
S 3




Тобто [image: image1850.png]


. [image: image1852.png]SAAMC:%S;SAAK(If





[image: image1854.png]SAAMczgs;SAAKL{SAAKC:




 
Відповідь: [image: image1856.png]



Задача №2. [image: image2790.png]


Нехай АВС – довільний трикутник. Через точку К, взяту на стороні АВ, проведено пряму паралельно стороні АС до перетину зі стороною ВС у точці L і пряму паралельно ВС до перетину зі стороною АС у точці М. При якому положенні точки К площа  [image: image1858.png]AKML



буде найбільшою? Чому дорівнює ця площа, якщо площа [image: image1860.png]AABC



дорівнює [image: image1862.png]


 ?
Розв’язання. Нехай АВС – довільний трикутник. Позначимо [image: image1864.png]


 Тоді x+y=1. Нехай [image: image1866.png]SAABC=S,; S AKBL

; SAAKM =S,;SAKLM = S,.




[image: image1868.png]ABKL~ABAC,A AKM~A ABC.



Площі подібних трикутників відносяться як квадрати відповідних сторін, то [image: image1870.png]S, _KB? _ 5 S _ AK?
5. as? 'S5 T Az





Так як [image: image1872.png]KLMC



 - паралелограм, то [image: image1874.png]SALMC =




[image: image1876.png]=SAKLM =S5,



, а тому [image: image1878.png]S, +S,+2S,=5,.



 Звідси [image: image1880.png]



[image: image1882.png]So(1—x2— (1—2)%) =38,(1— x> =1+ 2x — —x?) = 5,.




 [image: image1884.png]=x3) =S, G—(x—D?)




Отже, найбільшого значення S[image: image1886.png]A KML



 набуває тоді, коли [image: image1888.png]


 і це значення дорівнює  [image: image1890.png]


. (при цьому точка К є серединою сторони АВ).

Задача №3. [image: image2791.png]9m




Основи трапеції дорівнюють [image: image1892.png]aib (azb).



 Діагоналі розбивають трапецію на чотири трикутники. Найменша із площ цих трикутників дорівнює [image: image1894.png]


. Знайдіть площі інших трикутників.

Розв’язування. Нехай  АВСД – трапеція, ВС=а, АД=[image: image1896.png]b (azb).



 [image: image1898.png]ACNBJ



=0. Оскільки [image: image1900.png]


АОД[image: image1902.png]


СОВ, то [image: image1904.png]SAAOL:SABOC=




[image: image1906.png]= b2%:a? > 1, T06TO



  [image: image1908.png]SAAOL > S ABOC



. З подібності цих трикутників випливає, що [image: image1910.png]A0 = 0C



 і тому 
S[image: image1912.png]AABO >S ABCO; SAABO =S ACHIO



.
Якщо [image: image1914.png]BK 1 AC, AL 1 AC,BK

hyiJIL = h,,To hyZh,.




Оскільки [image: image1916.png]SaAon





[image: image1917.png]1
SAABO= EAO"L"




[image: image1918.png]SAAOJ > S AAOB,TomySA AOJl >SAAOB >S5 ABCO=S.




Визначимо через [image: image1920.png]a,b



 і [image: image1922.png]


 площі трикутників [image: image1924.png]AOJT



 і [image: image1926.png]AOB



. Нехай [image: image1928.png]



[image: image1930.png]SAAOL=S,.



 Оскільки [image: image1932.png]


 Оскільки [image: image1934.png]$,:S == h2: k3,70 by = hy \ﬁ



  тому [image: image1936.png]1 1 s
SAABO:;AO-)L,:(;AO-)L,_)-J;



=[image: image1938.png]


. 

Задача №4. Знайти площу рівнобічної трапеції з основами 8см і 10 см, якщо її діагоналі перпендикулярні.

Розв’язання. [image: image2792.png]


 Нехай АВСД – рівнобічна трапеція. АД=[image: image1940.png]


 =10см, ВС=[image: image1942.png]


 =8см, [image: image1944.png]



[image: image1946.png]AC L BAiACNBA = 0.




Трапеція рівнобічна, тому [image: image1948.png]/BAll=+2CJIA



, то 

AO=OД і ВО=ОС .

Якщо ОМ[image: image1950.png]


АД і О[image: image1952.png]L 1 BC



, то [image: image1954.png]


 є ОМ.

Оскільки [image: image1956.png]LAOJ = 2£BOC = 90°



, то ОМ=МД=5(см), 

О[image: image1958.png]


=В[image: image1960.png]


=4(см) [image: image1962.png]=L



М=h=9 (см).

[image: image1964.png]atb

SABCI="=h,S ABCIl

8+10

2.9 = 81(em?)




.

Відповідь: 81 [image: image1966.png]



[image: image2793.png]


Задача №5. Точка ділить катет прямокутного трикутника у відношення 1:2, рахуючи від вершини гострого кута, і віддалена від гіпотенузи на 2 см. Довжина другого катета дорівнює 7 см. Знайдіть площу трикутника.

Розв’язання. Нехай АВС – прямокутний трикутник ([image: image1968.png]£C=90°)



. ВС=7см, ДК=2 см, АК:КС=1:2.

Нехай Х см в одній частині АК=Х см. З 

                 [image: image1970.png]AAZIK (4= 90°)AF = AK® — KIT'. A= |AK* — KT’



 ,  [image: image1972.png]X2 —4.




[image: image1974.png]A AJK~NACB



 (за двома кутами).

 [image: image1976.png]


 [image: image1978.png]6x = 7+ x’- 4;36x% = 49(x? — —4); 36x% = 49x* — 196;13x* = 196; x2




 Отже, [image: image1980.png]AC=3r=3 == —
== == (.




S[image: image1982.png]AABC=2AC-BC=





Відповідь: [image: image1984.png]= ()




Задача № 6. Дано кут і точку М всередині кута. Побудувати пряму, відрізок якої між сторонами кута ділиться точкою М пополам.

Розв’язання. [image: image2794.png]


Нехай А – вершина кута. Побудуємо на прямій АМ точку С так, що АМ=МС, і проведемо через неї прямі СД та СВ, паралельні сторонам кута. Тоді АВСД – паралелограм. 

А отже, його діагональ ВД пройде через точку М – середину діагоналі АС, причому ВМ=ДМ (властивість діагоналей паралелограма). 

Тому пряма ВД є шуканою.

[image: image2795.png]



Задача № 7. Доведіть, що медіана трикутника АВС, проведена з вершини А, менша від півсуми сторін АВ і АС.

Розв’язання. Добудуємо [image: image1986.png]AABC



 до паралелограма АВСД, [image: image1988.png]AC || BT,AB || CT,AB = CT.



 За властивістю                   С паралелограма АМ=МД. За властивістю трикутника у [image: image1990.png]AACT:-AT = 2AM2 AC+ CT;




 [image: image1992.png]4c+u

2AML AC+ AT AML



 

Задача № 8. Сума діагоналей ромба дорівнює m, а його площа  S. Знайдіть діагоналі ромба, якщо: 

1) m= 10см., S= 8[image: image1994.png]


 m= 26см., S= 72 [image: image1996.png]cM’



.

Розв’язання. Нехай АВСД – ромб. АС, ВД – діагоналі ромба. АС+ВД=m (за умовою задачі). Нехай АС = х, тоді ВД = m-х. S=[image: image1998.png]%AC-B,J.



 S=[image: image2000.png]


.

1) m= 10см., S= 8[image: image2002.png]o™




8=[image: image2004.png]~x(10 - x),16

Ox—x2,x2 —10x+16 = 0.




[image: image2005.png]T=102—4-16 =36,




[image: image2006.png]



АС=8см, ВД=2 см.

2) m= 26см., S= 72 [image: image2008.png]cM’




72=[image: image2010.png]%x(zs—x); 144 = 26x—x2; x2 — 26x+ 144





Д=[image: image2012.png]26%—4-144=100; x; =





АС=18см, ВД=8 см.

Відповідь: 1) 2 см, 8 см. 2) 8 см, 18 см.

Задача №9. Катети прямокутного трикутника дорівнюють 15 см. і 20 см. З вершини прямого кута проведені висота та бісектриса. На які відрізки розділилась гіпотенуза?

[image: image2796.png]


Розв’язання. Нехай ∆ АВС – прямокутний, катети якого дорівнюють АВ=20см., ВС=15 см. 
З вершини прямого кута проведені висота ВD та бісектриса ВЕ.

За властивістю бісектриси трикутника маємо:

[image: image2014.png]AB _4E AE 20 _ 4
3

2  Ec' EC . 15 2’



  [image: image2016.png]AE= gEC;
L EC= AC




З ∆ АВС (АВС=90º ) за теоремою Піфагора знаходимо АС.
[image: image2017.png]4C?




  
[image: image2018.png]AC =

|4B* + BC





[image: image2020.png]AC =+/202 + 152 =+/400 + 225 =625




25 (см).

[image: image2021.png]4E=2EC,
=3EC,
+ EC = 25;




[image: image2022.png]4
ZEC+EC=25




4ЕС+3ЕС=75;

7ЕС=75;

ЕС=[image: image2024.png]



ЕС=10[image: image2026.png]= (en).




АЕ=[image: image2028.png]



За співвідношенням у прямокутному трикутнику маємо:

[image: image2030.png]BC? = AC- DC;



  ВС=[image: image2032.png]


  ВС=[image: image2034.png]



[image: image2035.png]V25-DC = 15;




25[image: image2037.png]-DC =225



;

[image: image2038.png]225
T 925’




[image: image2039.png]DE =9 (cu)




ED=EC-DC=10[image: image2041.png]



Відповідь: 1[image: image2043.png]5 2
> 01,9 cat; 142 e,




[image: image2797.png]



Задача №10. У трикутнику АВС точка D – основа бісектриси, проведеної з вершини С,  [image: image2045.png]


 . Доведіть, що АСВ=120[image: image2047.png]


.

Розв’язання.
[image: image2048.png]1 1 1





[image: image2049.png]BC+AC 1
AC-BC _CD’





АС[image: image2051.png]


ВС=СD[image: image2053.png]


(ВС+АС);

АС[image: image2055.png]


ВС=СD[image: image2057.png]


ВС+СD[image: image2059.png]


АС;

[image: image2060.png]SAACB =S AACD + S A BCD;




[image: image2061.png]1 N 1 . £ACB
~AC- BCsin ZACB =5 AC- CDsin





АС[image: image2063.png]


ВС[image: image2065.png]sin ZACB = AC- CD sin“2= + BC- CD - sin ==





АС[image: image2067.png]


ВС[image: image2069.png]- sin ZACB = sin 2= (AC- CD + BC- CD);





АС[image: image2071.png]


ВС[image: image2073.png]. sin ZACB = sin# AC-BCG;




[image: image2074.png]. . £ACB
sin ZACB = sin ==





[image: image2075.png]£ACB
£ACB =180°— —




2[image: image2077.png]£ACB + £ACB = 360°



;

3 [image: image2079.png]£/ACB = 360°



;

[image: image2081.png]£ ACB



=[image: image2083.png]



Що й треба було довести.

Задача №11. Основи прямокутної трапеції дорівнюють a і b, а відстань між ними – с. Знайти відстань від точки перетину діагоналей до меншої бічної сторони трапеції.

[image: image2798.png]


Розв’язання. Нехай АВСD – прямокутна трапеція, AD=а, ВС=b, АВ[image: image2085.png]1 AD



, О – перетину діагоналей АС та ВD, ОН[image: image2087.png]1 AB.




ОН – відстань від точки перетину діагоналей до меншої бічної сторони трапеції, (АВ[image: image2089.png]< CD).




Відстань ОН не залежить від висоти трапеції.

[image: image2091.png]A AOH ~A ACB, ABOH~A BDA



 ( за двома кутами).

[image: image2093.png]HO AH HO _BH
BC AR’ AD _ AR



 Додавши ці рівності, одержимо

[image: image2095.png]OH | O _ AH+BH
2C © 4D 4B




 

ОН[image: image2097.png]1, 1)\ _ 4H+BHE
3C ' AD. i3





ОН[image: image2099.png]



ОН=[image: image2101.png]



ОН=[image: image2103.png]


 ОН=[image: image2105.png]ab
b



          Відповідь: [image: image2107.png]ab
b




[image: image2799.png]


Задача №12. Точки K i L відповідно лежать на сторонах AB i AC гострокутного трикутника ABC так, що KL||BC. О – центр кола, описаного навколо трикутника  ABC, М – це така точка простору, яка не лежить у площині трикутника ABC і МК ( АВ та ML ( АС. Довести, що площина трикутника АОМ перпендикулярна площині трикутника ABC.

Розв’язання. Нехай D i E – середини сторін AB i AC відповідно. Тоді DE ||BC ||KL. Нехай  N – основа перпендикуляра, опущеного із точки  M на площину трикутника ABC. Якщо N i O співпадають, то  (AOM) ( (ABC ), бо площина  (AOM)  проходить через перпендикуляр  MN до площини (ABC ). Нехай точка  N не співпадає з точкою О, тоді, за теоремою про три перпендикуляри, маємо що NK ( AB I NL ( AC. Оскільки DO – серединний перпендикуляр до сторони АВ, а ЕО – серединний перпендикуляр до сторони АС, то OD ||NK , a OE ||NL. Отже, гомотетія з центром у точці А і коефіцієнтом k =
[image: image2108.wmf]AD

AK

переводить точку D у точку K. З того, що DE ||KL,  випливає, що 
[image: image2109.wmf]AE

AL

 =
[image: image2110.wmf]AD

AK

=k, тобто ця гомотетія переводить  точку Е в точку N. Оскільки при цьому DO ||KN I EO ||LN , то DO(KN I EO(LN, тобто точка О відображається цією гомотетією в точку N. А це означає, що пряма АО проходить через точку N, тобто площина (AOM) проходить через перпендикуляр MN до площини (ABC). Звідси також випливає,що (AOM) ( (ABC) 

[image: image2800.png]04?4?

ATAY)



Задача №13. АВСD [image: image2112.png]A,B,C,D,



 – куб    довжина ребра якого дорівнює а. Знайдіть відстань між прямими D[image: image2114.png]


 і АВ.

Розв’язання. Нехай АВСD [image: image2116.png]A,B,C,D,



 – куб    довжина ребра якого дорівнює а. Розглянемо площину (D[image: image2118.png]B,C).



 

[image: image2119.png]{DC < (DB, 0),

= AB |l (DB;C;)
AB || DC;




(за ознакою правельності прямої і площини). Оскільки [image: image2121.png]B,D < (DB, ()



, то відстанню між прямими АВ і [image: image2123.png]B,D



 є довжина перпендикуляра, опущеного з точки прямої АВ на площину [image: image2125.png](DB, C)



.
Побудуємо ВО[image: image2127.png]


 [image: image2129.png]B,C.



 

DС [image: image2131.png]1 (B,BC)



 і (ВО) [image: image2133.png]


 ([image: image2135.png]B,BC), To



DС [image: image2137.png]


 ВО.
[image: image2139.png]BOLDC
BOLB,C
Crouxa mepeiy mpsan
B,ciDC
B¢ <(0B,0
DCe(DB, )



   [image: image2141.png]


 ВО[image: image2143.png]


 [image: image2145.png](DB, 0).




(за ознакою перпендикулярності прямої і площини). Отже, ВО – відстань між прямими [image: image2147.png]DB,



 і АВ.

Розглянемо рівнобедрений прямокутний трикутник [image: image2149.png]B,BC



  ([image: image2151.png]£B = 90),



 в якому ВО[image: image2153.png]


 [image: image2155.png]B,C.



 

ВО = В[image: image2157.png]B, -sin45°,




ВО = а[image: image2159.png]


. 

Відповідь: [image: image2161.png]


.

Послідовності

Задача №14. Нехай [image: image2163.png]a,,a,,as,..




 - послідовність чисел, яка утворена за таким правилом: [image: image2165.png]


 

Довести, що [image: image2167.png]


ділиться на n-1 при n[image: image2169.png]> 1.




Розв’язання. При n=2 твердження очевидне, бо кожне ціле число ділиться на 1. Нехай тепер n[image: image2171.png]>2



маємо:

[image: image2172.png]



[image: image2173.png]a, ,=Mmn—1)a,,+ (1)1




Додавши ці дві рівності, дістанемо 

[image: image2175.png]a,=Mm—-1)(a,_; +a,_,),



 звідси видно, що [image: image2177.png]


 ділиться на [image: image2179.png]



Задача №15.
Довести, що [image: image2181.png]2" > n?



для всіх натуральних n[image: image2183.png]



Розв’язання

Для n[image: image2185.png]


 маємо [image: image2187.png]25 >
52



 Припустимо справедливість рівності для n=k[image: image2189.png]


 Тоді для n=k+1 одержимо
 [image: image2191.png]22k >
2k*
>
(k+1
)?




За індукційним припущенням [image: image2193.png]2k >
k2



, а [image: image2195.png]2k? >
(k+1)?



 , бо квадратний тричлен  [image: image2197.png]k2 —2k—1



 при  k[image: image2199.png]


 набуває додатніх значень. 
Отже, нерівність справедлива для всіх натуральних n[image: image2201.png]


.  При n=1 нерівність має місце, але здійснити індукційний перехід при 

k[image: image2203.png]


неможливо. 
                                               [image: image2204.jpg]



Розв’яжіть самостійно

Задача № 1. Сторони прямокутника відносяться як m : n. Складіть формули для знаходження сторін прямокутника, якщо:

1) Площа дорівнює S;
2) Периметр дорівнює Р.
Задача № 2. Більша діагональ ромба дорівнює 24 см, а радіус вписаного кола – 6 см. Обчисліть площу ромба.

Задачі № 3. Знайдіть площу паралелограма, якщо його сторони дорівнюють 6 см і 4 см, а кут між діагоналями - 60[image: image2206.png]


. 

Задача № 4. СН – висота рівнобедреного трикутника АВС, проведена до основи АВ. Знайдіть довжину медіани, проведеної до бічної сторони, якщо:

1) АВ=12см, СН = 4 см;

2) АВ=4 см, СН = 6см.

Задача № 5. На площині розміщено квадрат АВСД і точку О. Відомо, що ОВ=ОД=13, ОС=5[image: image2208.png]


і площа квадрата більша за 225. Знайдіть сторону квадрата і з’ясуйте, де розміщена точка О – усередині квадрата чи поза ним. 

Задача № 6. Про опуклий чотирикутник АВСД відомо, що АС=ВД, [image: image2210.png]L ABT =24 ACT,L ACT+ £ AJB = 90°



 Знайдіть [image: image2212.png]/BT1as ]




Задача № 7. Три кола з радіусами 1 см, 2 см, 3 см попарно дотикаються зовнішнім чином. Знайдіть радіус кола, яке проходить через: а) їх точки дотику, б) їх центри.

Задача № 8. Периметр ромба дорівнює 2р, сума його діагоналей m. Знайдіть площу ромба.
Задача №9. Величина кута А трикутника АВС дорівнює 60(. На променях ВА і СА відповідно відклали відрізки ВХ та СY, які за довжиною дорівнюють стороні ВС. Довести, що точки X, Y та  I – лежать на одній прямій, де   I – центр вписаного кола в трикутник АВС. 

Задача №10. AF – медіана трикутника  ABC. Нехай  D – середина   AF,   E – точка перетину прямої  CD зі стороною   AB і   BD = BF =CF. Довести, що   AE = DE.

. [image: image2213.png]



Задача №11. Чи можна клітчастий квадрат розміром 10(10 розрізати по лініях сітки на 4 фігурки вигляду 1 та 21 фігурку вигляду 2?

[image: image2214.png]



[image: image2215.png]



Задача №12. На клітчастому папері зображено прямокутник, сторони якого йдуть по сторонах клітинок. Із цього прямокутника можна вирізати 360 квадратів розміром 2(2 клітинок. Що із нього можна вирізати 200 прямокутників розміром 1(7 клітинок.

Задача 13. На ребрах AD,DC, CC1, C1D1, A1B1,  куба ABCDA1B1C1D1 вибрали точки  P,Q, R, S, T, U відповідно так, що 
(PQB =(RQC, (RSC1=(TSD1, (TUA1=(PUA, (QRC=(SRC1, (STB1=(UTA1, (UPA=(QPD/

Знайти довжину замкненої ламаної PQRSTUP, якщо довжина ребра куба дорівнює 1.

[image: image2216.png]



Задача №14. Нехай α, β, γ – кути, утворені довільною прямою d з трьома взаємно перпендикулярними прямими. Довести, що 
                             [image: image2218.png]cos?a + cos?f + cos’y



                                                  
Задача №15. Довести, що в прямокутному тетраедрі DABC вершина D, точка перетину медіан грані ABC і центр описаної навколо цього тетраедра кулі лежать на одній прямій.

Задача №16. У прямокутному тетраедрі DABC ребра DC, DB, DА дорівнюють a, b, c. Довести, що

[image: image2219.png]R=5ya?+b?+c?




де R – радіус описаної навколо тетраедра DABC кулі. 

Задача №17. У прямокутному тетраедрі DABC  бічні ребра дорівнюють a, b, c . Довести, що 

[image: image2220.png]V=-a-bc




(V – об’єм тетраедра).

Задача №18. У прямокутному тетраедрі DABC  бічні ребра дорівнюють a, b, c . Висота DH=h. Довести, що 
[image: image2221.png]



Задача №19. Серед усіх прямокутних тетраедрів з висотою h знайти тетраедр найменшого об’єму.

Задача №20. Довести, що відрізки, які сполучають середини рівних протилежних ребер тетраедра, перпендикулярні до цих ребер, перпендикулярні один до одного і перетинаються в одній точці.

Задача №21. Довести, що в тетраедрі з рівними мимобіжними ребрами, центри описаної і вписаної куль збігаються з точкою перетину відрізків, які сполучають середини протилежних ребер цього тетраедра. Знайти радіус R описаної навколо тетраедра кулі, якщо довжини мимобіжних ребер дорівнюють a, b, c.

Задача №22.  Довести, що об’єм рівногранного тетраедра дорівнює 

[image: image2222.png]1
V= 3ttty



  де [image: image2224.png]ty, ty, t3



 - відрізки, які сполучають середини протилежних ребер тетраедра.

Задача №23. У тетраедрі DABC  через ребро DA проведено переріз, перпендикулярний до ребра BC. Площа цього перерізу S,  довжина ребра  BC дорівнює a. Знайти об’єм тетраедра.

Задача №24. Через кожне ребро ортоцентричного тетраедра DABC  проведено переріз, перпендикулярний до протилежного ребра. Довести, що:

1) всі перерізи мають спільну точку;

2) три перерізи, перпендикулярні трьом ребрам однієї грані, мають спільну пряму;

3) коли ці три перерізи рівновеликі, то тетраедр – правильна піраміда;

4) коли чотири з цих перерізів рівновеликі, то тетраедр правильний.

Справджуються й обернені теореми.

Задача №25. У тетраедрі DABC  ребро AC перпендикулярне до ребра  BD, а ребро AB перпендикулярне до ребра CD. Довести, що AD[image: image2226.png]


BC. 

Задача №26. Якщо в тетраедрі DABC  суми квадратів довжин протилежних ребер рівні, то ці ребра взаємно перпендикулярні. Довести.
                                  [image: image2227.jpg]



Відповіді та вказівки до задач розділу VIІІ

Задача № 1. Відповідь: 1) [image: image2229.png]s [ns me__mp
T'J;' 2) Smen) 2omend




Задача № 2. Відповідь: [image: image2231.png]96+/3cm?.




Задача № 3. Відповідь: [image: image2233.png]10v/3cm?




Задача № 4. Відповідь: 1) [image: image2235.png]V85cM;2) 3v/2em




Задача № 5. Відповідь: 17. Точка О знаходиться поза квадратом.

Задача № 6. Вказівка. Доведіть, що точка В – центр кола, описаного навколо трикутника ACD. 
Відповідь: [image: image2237.png]4B=60°, 2, 0=120°.




Задача № 7. Вказівка. Довести спочатку, що центри цих кіл є вершинами прямокутного трикутника зі сторонами 3, 4, 5. 
Відповідь: а) 1, б) 2,5.

Задача № 8. Відповідь: S=[image: image2239.png]



Задача №9. Вказівка. Оскільки I – центр вписаного кола, то I – точка перетину бісектрис трикутника ABC. Отже, трикутники  BIC та   BIX рівні за двома сторонами та кутом між ними. Тому ( BIX= (/2 і  (BIC =(BXI = 120(. Звідки випливає, що  (CIX = 120(. Далі трикутники  CIY та   CIB рівні за двома  сторонами та кутом між ними. Звідки випливає, що  (CIY = (CIB = 120(. Оскільки  (CIY = 120(= (CIX, то точки   I,  X, Y- лежать на одній прямій. 

Задача[image: image2801.png]


 №10. Вказівка. 

Нехай М – середина DF, N – середина  ВЕ, ВМ(AF  і ED ((NF. Оскільки AD = DF , то AE = EN, а з того, що BF = FC випливає, що AN = NB.

Якщо AD : AM=2:3  і   AN : AB=2:3, то   ND(( BM, тобто   ND – висота трикутника  ANF. Оскільки вона є медіаною, то трикутник   ANF- рівнобедрений.  Враховуючи, що   ED((  NF, то трикутник  AED також рівнобедрений.

Задача №11. Розв’язання. Пофарбуємо квадрат так як це показано на малюнку. Чорних при цьому клітинок буде 51, а білих – 49. У будь-якій орієнтації фігурки перших двох типів покривають парну кількість чорних клітинок і парну кількість білих клітинок.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: image2240.png]



[image: image2241.png]



Відповідь: не можливо.

Задача №12. Вказівка.  Нехай m i n –довжини даного прямокутника,   a i b – їх остачі від ділення на 7. Тоді даний прямокутник можна розрізати на прямокутники розмірами (m-a)(n, (n-b)(a i a(b.  Оскільки в перших двох прямокутників розрізу довжина однієї зі сторін ділиться на 7, то їх можна розрізати на прямокутники 1(7.  Оскільки площа третього прямокутника розрізу дорівнює ab≤36, а площа даного була не менша 4·360=1440, то сумарна площа двох прямокутників розрізу – не менше 1404. Звідки випливає. Що з них можна вирізати 200 прямокутників 1(7.

Задача №13. Відповідь: 
[image: image2242.wmf]20


[image: image2243.png]



Задача №14. Розв’язання. Виберемо на трьох перпендикулярних прямих такі відрізки a, b і c, щоб діагональ паралелепіпеда з ребрами a, b і c збіглась з даною прямою d (мал.1). Тоді

[image: image2244.png]a=dcosa,b=dcosf,c =dcosy.




Враховуючи, що [image: image2246.png]a?+b?+c?,



маємо:

[image: image2247.png]d%c

0!

52,

a+d
2
co:
s,
2
+
d?c
0!

52





звідки

[image: image2248.png]cos?a + cos?f + cos’y




Задача[image: image2802.jpg]


 №15. Д о в е д е н н я. Доповнимо тетраедр DABC  до паралелепіпеда (мал. 1). Зрозуміло, що цей паралелепіпед прямокутний. Центр кулі, описаної навколо паралелепіпеда, збігається з точкою перетину діагоналей паралелепіпеда, а також є центром кулі, описаної навколо даного тетраедра  DABC. Покажемо, що діагоналі ED належить центроїд грані ABC. Нехай  [image: image2250.png]


– середина відрізка AB. Тоді  [image: image2252.png]CM,



– медіана трикутника ABC. Оскільки точки[image: image2254.png]


 й C належать перерізу [image: image2256.png]A,ECD



, то діагональ ED перетинає медіану  [image: image2258.png]CM,



у точці M. З подібності трикутників ECM та [image: image2260.png]DM, M



випливає, що

 [image: image2262.png]MM, DM, 1
Mc | BC 2




,

а це означає що М – центроїд трикутника ABC. 

Задача №16. Д о в е д е н н я. Оскільки діаметр кулі збігається з діагоналлю  ED допоміжного паралелепіпеда (задача 2), то

[image: image2263.png]



Задача №17. Розв’язання. Доведення очевидне, оскільки об’єм прямокутного тетраедра складає  [image: image2265.png]


об’єму прямокутного паралелепіпеда з ребрами a, b, c .

Задача №18. [image: image2803.emf]

 Розв’язання.. Позначимо кути між висотою DH  і ребрами DA, DB, DC через α, β, γ відповідно. Тоді (мал. 2)

[image: image2266.png]cosa =t =2 cosp =2 cosy =2,
g Cosf=qpscosy =

DA




[image: image2804.jpg]


 За співвідношенням (1)

[image: image2267.png]



звідки

[image: image2268.png]



                Мал..2

Задача №19. Розв’язання. Позначимо ребра, які утворюють прямі кути при вершині тетраедра,  a, b й c. Тоді

[image: image2269.png]



Але  [image: image2271.png]


 тому

[image: image2272.png]



Мал.3
або

[image: image2273.png]M=

ne




Тобто найменший об’єм дорівнює [image: image2275.png]


. Це буде в прямокутному тетраедрі з рівними бічними ребрами.

Задача[image: image2805.jpg]


 №20. Розв’язання. Доведення випливає з розгляду відрізків, що сполучають центри симетрії граней прямокутного паралелепіпеда.(мал..3)

Задача №21. Розв’язання. Такою точкою є центр симетрії прямокутного паралелепіпеда, а  

[image: image2276.png]



Задача №22.  Розв’язання. Це випливає з того, що об’єм тетраедра дорівнює  [image: image2278.png]


 об’єму описаного паралелепіпеда.

Задача №23. Розв’язання.. Позначимо об’єм тетраедра [image: image2280.png]


, довжину ребра AD – b, відстань між мимобіжними ребрами AD і  BC  – d, кут [image: image2282.png]


 між цими ребрами дорівнює 90[image: image2284.png]


. Отже,

[image: image2286.png]V= iabd sing



,  але  [image: image2288.png]



Звідси

[image: image2289.png]1
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[image: image2290.jpg]dbém





Задача №24. Розв’язання. 1) Оскільки кожному  перерізу належить висота тетраедра, то спільною точкою є ортоцентр тетраедра; 2) цією прямою є висота тетраедра; 3) позначимо висоти, які належать розглядуваним граням [image: image2292.png]Ry Ry Ra;



 H – спільна пряма цих перерізів, або висота тетраедра. Тоді [image: image2294.png]H-h,=Hh,=Hh,.



 Отже грань ABC (до неї проведена висота [image: image2296.png]


 тетраедра DABC) – правильний трикутник;  4) міркування аналогічні до попередньої задачі. 

Задача №25. Розв’язання. Для довільних точок A, B, C, D має місце векторна рівність: [image: image2298.png]AB-CD + AC - DB + AD - BC = 0.




Доведемо її:

[image: image2299.png]AB(CA+AD )+ AC(DA+AB)+ AD(BA+ AC) = AB-CA+ AB x




[image: image2301.png]x AD + AC-DA+ AC-AB+ AD-BA+ AD-AC =0



.

Враховуючи умову задачі, маємо:

[image: image2302.png]AB-TD = 0iAC-DB





Отже, рівність запишемо так: [image: image2304.png]AD-BC =0,



тобто ребро AD перпендикулярне до ребра BC.

Задача №26. Розв’язання. Для чотирьох довільних точок  A, B, C, D  має місце векторна рівність:[image: image2306.png]|48|" + [cD|" - |aD|” — |BC|’ = 24C - DB




За умовою [image: image2308.png]AB?
+¢D?

=AD?+ B
Cc?



а отже,  AC[image: image2310.png]-DB =0



, тобто відрізки AC і DB – перпендикулярні.

Х. Перевір себе. Задачі із Всеукраїнських математичних олімпіад для самостійного розв’язання 
Задачі ІІ (районного) етапу Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики у 2013-2014 навчальний рік (ЧОІПОПП)

                                                  [image: image2311.jpg]



Розв’яжіть самостійно

Задача №1. Доведіть, що для будь-яких додатних a, b виконується нерівність [image: image2312.wmf](

)

(

)

2

8

64

b

a

ab

b

a

+

³

+

.
Задача №2. Розв'яжіть рівняння 
[image: image2313.wmf][
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Задача №3. Знайдіть усі такі прості числа р, для яких будуть прості числа р2 – 2, 2р2 – 1, 3р2 + 4.

Задача №4. Функція 
[image: image2314.wmf])
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 для всіх дійсних х задовольняє рівність 
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Задача №5. М і Н – основи перпендикулярів, опущених з точки В на прямі, що містять бісектриси АL і СР трикутника АВС. Доведіть, що НМ і АС паралельні.

11 клас

Задача №1. Розв'яжіть систему рівнянь: 
[image: image2318.wmf]î
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Задача №2. Побудуйте графік функції:  
[image: image2319.wmf].
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Задача №3. Для додатних х і у виконується рівність
[image: image2320.wmf].
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 Доведіть нерівність 
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Задача №4. Функція 
[image: image2322.wmf])
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 для всіх дійсних х задовольняє рівність 
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. Знайдіть корені рівняння 
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Задача №5. У гострокутному трикутнику АВС М – середина BC. D – проекція деякої точки Е відрізка AМ на BC. Точки P і N - проекції точки D на AC і AB. Доведіть, що ( DPE  = ( DNE.

                    І (міський) етап Всеукраїнських учнівських олімпіад 
з математики 10 клас

І частина містить 5 завдань у тестовій формі. За кожне виконане завдання нараховується 0-2 бали. Загальна кількість балів – 10.

ІІ частина містить 4 завдання з відкритою відповіддю. За кожне виконане завдання нараховується 0-5 балів. Загальна кількість балів – 20.

Максимальна сума балів – 30.

І частина.

Задача №1. Обчислити значення виразу 
[image: image2325.wmf]13302942

+++

. Відповідь округлити до цілих.

	А)   9
	Б)  10
	В)  3
	Г)  2
	Д)  5


Задача №2. З точки А на рисунку можна «побачити» лише 5 з 9 зафарбованих квадратів (решта невидимі, бо закриті цими п’ятьма).  Яку найбільшу кількість квадратів можна побачити на цьому рисунку, якщо змінити точку розміщення спостерігача? 

	А)   5
	Б)  6
	В)  7
	Г)  8
	Д)  9


[image: image2806.jpg]



Задача №3. На стороні  трикутника  QPR вибрали точку S так, що 
[image: image2326.wmf]Ð

QPS-12o, QP=PS=RS . Знайдіть 
[image: image2327.wmf]Ð

PRQ.

	А)   84о
	Б)  42о
	В)  960
	Г)  60о
	Д)  72о


Задача №4. Центри кіл, радіус кожного з яких 2, не перетинаються і лежать у вершинах трикутника. Знайдіть суму площ заштрихованих фігур.
	А) 3π  
	Б)  4π
	В)  2π
	Г)  6π
	Д) 8π


Задача №5. У деяких натуральних чисел квадрат і куб записуються однаковою кількістю цифр. Скільки таких чисел? 
	А) 0
	Б) нескінченно багато
	В) 4
	Г) 3
	Д) 9


ІІ частина.

 Задача №6.  Периметр трикутника АВС дорівнює 2р,  довжина сторони АС=в, 
[image: image2328.wmf]ABC
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Ð=

. Коло з центром в точці О, вписане в трикутник АВС і дотикається до сторони ВС в точці К. Знайдіть площу трикутника ВОК.

Задача №7.  Чи може дискримінант квадратного рівняння ax2+bx+c=o з цілими коефіцієнтами дорівнювати 23?

Задача №8. Двома прямими квадрат поділено на чотири фігури однокової площі. Доведіть, що ці фігури рівні між собою.

Задача №9. Розв’яжіть ріняння: (x2+3x-2)2+3(x2+3x-2)-2=x.
[image: image2329.jpg]



Відповіді та вказівки до задач розділу  Х
Задача№6. Розв’язання. Вказівка. Нехай [image: image2330.wmf]2
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. Тоді нерівність має вигляд 
[image: image2332.wmf])
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, яка справедлива для всіх х і у.
Задача№7.  Розв’язання.  Вказівка. 
[image: image2334.wmf][
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Відповідь: Не має розв’язків. 

Задача№8. Розв’язання. Знайдіть усі такі прості числа р, для яких будуть прості числа р2 – 2, 2р2 – 1, 3р2 + 4. Вказівка. Для р 
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 робимо перевірку. Маємо р =3,  р = 7.

 Для р ( 7 покажемо, що одне з даних чисел кратне 7.
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Відповідь: р =3,  р = 7. 

Задача№9. Розв’язання. Функція 
[image: image2344.wmf])

(

x

f

 для всіх дійсних х задовольняє рівність 
[image: image2345.wmf]1

2

)

(

)

1

(

+

+

=

+

x

x

f

x

f

. Знайдіть 
[image: image2346.wmf])

2013

(

f

, якщо 
[image: image2347.wmf]0

)

0

(

=

f

. Вказівка. 

х = 0, 
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Додамо ці рівності
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Відповідь: 20132. 


Задача№10. Розв’язання.  Вказівка. Продовжимо BМ і BН до перетину з прямою AC. Маємо точки C1 і A1. У ( ABC1  AМ - висота і бісектриса. Тоді ( ABC1 є рівнобедреним. AМ – медіана: BМ = C1М. Аналогічно, CН – медіана (CBA1: BН = НA1. НМ – середня лінія (A1BC1, НМ і AC паралельні.
11 клас

Задача№1. Розв’язання. Вказівка. |x|( 1.

1. |x|=1, то y = z = 0. 

     2. |x|<1, |y|<1, |z| <1, то 1= x4+2y4+3z4 > x6+2y6+3z6 = 1. Протиріччя.
Відповідь: (1, 0, 0), (– 1, 0, 0).
 

Задача№2. Розв’язання. [image: image2807.jpg]



Вказівка.  Якщо спростити вигляд функції, отримаємо: 
[image: image2354.wmf](
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Задача№3. Розв’язання. Вказівка. Перепишемо нерівність у вигляді 
[image: image2358.wmf].
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Оскільки 
[image: image2359.wmf],
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Задача№4. Розв’язання. Вказівка.  f(x) = (x + 6)2 −6. Тоді  f(f(x)) = (((x + 6)2 −6) +6)2 −6 = (x + 6)4 −6, f(f(f(x))) = (x + 6)8 −6. 
[image: image2361.wmf])))))
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= (x + 6)32 − 6.
 (x + 6)32 = 6, x = − 6 ± 3
[image: image2362.wmf]32
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.
Відповідь: x = − 6 ± 3
[image: image2363.wmf]32
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Задача№5. Розв’язання. Вказівка. Нехай B1  і C1  – точки перетину прямої, що проходить  через E паралельно BC, з прямими AC і AB. 
[image: image2364.wmf]1
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, а відрізок ED перпендикулярний до B1C1 і до BC, то  (B1C1D є рівнобедреним. Крім того, чотирикутники DPС1E і DEВ1N вписані. Тому 
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І (міський) етап Всеукраїнських учнівських олімпіад з математики

10 клас

І частина. Відповідь до  тестів.

	1
	2
	3
	4
	5

	А
	Д
	Б
	В
	Г


Задача№1. Розв’язання.
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image2375.wmf]9

»

.

Відповідь: А) 9.
Задача№2. Розв’язання. Перемістивши спостерігача у точку перетину діагоналей центрального зафарбованого квадрата, можна побачити усі 9 зафарбованих квадратів. 
Відповідь: Д) 9.
Задача[image: image2808.png]


№3. Розв’язання. В рівнобедреному ∆QPS
[image: image2376.wmf]Ð

PQS =
[image: image2377.wmf]Ð

PSQ=(180o-
[image: image2378.wmf]Ð

QPS):2=(180o-12o):2=84o. Тоді у рівнобедреному  ∆PRS   
[image: image2379.wmf]Ð

PRS = 
[image: image2380.wmf]Ð

SPR= 
[image: image2381.wmf]Ð

PSQ:2=84o:2=42o.

Відповідь: Б) 42о.
Задача[image: image2809.png]


№4. Розв’язання. Розташуємо всі сектори в одному крузі без перетинів і без проміжків. Отримаємо півкруг. Його площу знайдемо так: 
[image: image2382.wmf]22

2

2

22

r

S

pp

p

×

===



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image2383.wmf]22
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Відповідь: В) 2π
Задача№5. Розв’язання. Г, бо 12=1, 13=1. 2, бо 22=4, 23=8, 4, бо 42=16 і 43=64.

ІІ частина.

 Задача№6.  Розв’язання. СК=СL, АL=АМ, ВМ=ВК ( як зовнішні відрізки дотичних). [image: image2810.png]


Тоді Р∆АВС = (АL+LС) + (СК+КВ) + (АМ+МВ) = 2в + 2КВ = 2р.

Звідси 2КВ = 2р – 2в, КВ = р – в.

З ∆ОКВ, (К = 90(, (ОВК = 
[image: image2384.wmf]2
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, ОК = КВ tg
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S∆ОКВ = 
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Відповідь: S∆ОКВ =
[image: image2391.wmf]2
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Задача№7. Розв’язання.  Припустимо, що так. Тоді в2 – 4ас = 23, то в2 – 25 = 4ас – 2 або (в – 5) (в + 5) = 4ас – 2;

(в – 5) (в + 5) = 2( 2ас – 1 ). Але в – 5 і в + 5 – числа однакової парності, тому їх добуток повинен ділитися на 4, а права частина ніколи не поділиться на 4. Отже наше припущення не вірне.

Відповідь: не може дискримінант квадратного рівняння ax2+bx+c=o з цілими коефіцієнтами дорівнювати 23.

Задача№8. Розв’язання. Нехай АВСР – квадрат, О – його центр. Оскільки квадрат розбито на 4 фігури з однаковою площею, то кожна з цих прямих ділить квадрат на 2 фігури, площі яких однакові. Кожна прямих проходить через центр квадрата, бо квадрат центрально симетрична фігура. Доведемо рівність чотирикутників МАLО і КРМО. Сполучимо точки М і К, М і L. S∆ОМL =  S∆ОМК, бо в них рівні основи LО = ОК. Також S∆МАL =  S∆КРМ 
( як площі прямокутних трикутників).

Нехай АР = а, РК = х, МА = у. Оскільки ВL = РК, то

S∆МАL =  
[image: image2393.wmf]2
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 МА ( АL = 
[image: image2394.wmf]2

1

у(а – х), S∆КРМ = 
[image: image2395.wmf]2

1

РК ( РМ = 
[image: image2396.wmf]2

1

х(а – у).

Оскільки S∆МАL =  S∆КРМ , тому 
[image: image2397.wmf]2

1

у(а – х) = 
[image: image2398.wmf]2

1

х(а – у), х = у, тобто РК = АМ. Отже, ∆МАL =  ∆КРМ і МL = МК. Тоді МО ( КL, бо ∆LМК – рівнобедрений, МО – його медіана, LО = ОК. Отже чотирикутники МАLО і КРМО рівні.

Задача№9. Розв’язання. Нехай x2 + 3x - 2 = а, тоді а2 + 3а - 2 = х. Якщо об’єднати в систему і відняти рівняння, маємо
                                        х2 – а2 + 3(х - а) = а – х;

(х – а)(х + а) + 3(х - а) + (х - а) = 0;

(х – а)(х + а + 4)  = 0;

х = а   або  х = - а – 4;

х = x2 + 3x – 2 або х = - (x2 + 3x – 2) – 4;

x2 + 2x – 2 = 0 або x2 + 4x + 2 = 0;

х = - 1 - 
[image: image2399.wmf]3

, х = - 1 + 
[image: image2400.wmf]3

 або


х = - 2 - 
[image: image2401.wmf]3

, х = - 2 + 
[image: image2402.wmf]3

.

Відповідь: х = - 1 - 
[image: image2403.wmf]3

, х = - 1 + 
[image: image2404.wmf]3

, х = - 2 - 
[image: image2405.wmf]3

, х = - 2 + 
[image: image2406.wmf]3

.

ХІ. Завдання інтернет-олімпіади 
з математики 2011-2012 н.р.
 (ЧОІПОПП)

[image: image2407.jpg]



Розв’яжіть самостійно

10 клас

Задача №1. Скільки коренів має рівняння 
[image: image2408.wmf]a
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 залежно від значення параметра а?

Задача №2. Члени арифметичної прогресії 
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Задача №3. Доведіть, що для будь-яких додатних чисел a і b виконується нерівність 
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Задача №4. Доведіть, що для будь-якого натурального n значення виразу 
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11 клас

Задача №1. Побудуйте графік функції 
[image: image2413.wmf](
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Задача №2. Знайдіть усі пари дійсних чисел 
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Задача №3. При яких значеннях параметра а нерівність 
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Задача №4. Бічна сторона рівнобічної трапеції дорівнює її меншій основі. Яким має бути кут при більшій основі трапеції, щоб її площа була найбільшою?

Задача №5. Доведіть, що 
[image: image2417.wmf]1

n

2

2

n

+

>

, якщо 
[image: image2418.wmf].

N

n

,

3

n

Î

³


10 клас

Задача №1. Визначте кількість розв‘язків рівняння 
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 залежно від значення параметра а.

Задача №2. При яких натуральних значеннях n многочлен 
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Задача №3. Доведіть нерівність:
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Задача №4. Доведіть, що радіус r кола, вписаного в прямокутну трапецію, обчислюється за формулою 
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Задача №5. Знайдіть всі функції 
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11 клас
Задача №1. Побудуйте графік функції 
[image: image2426.wmf](
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Задача №2. Обчислити площу фігури, обмеженою лініями 
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Задача 3. При яких значеннях параметра а рівняння 
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 має три дійсних корені, які утворюють геометричну прогресію?

Задача №4. У прямокутному трикутнику АВС 
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Задача №5. Знайти всі функції 
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Відповіді та вказівки до задач розділу ХІ

10 клас

Задача №1. Розв’язання. 

Відповідь: якщо a<0, то рівняння не має коренів; якщо а=0, то рівняння має 3 корені; якщо 
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, то рівняння має 6 коренів; якщо а=4, то рівняння має 4 корені; якщо a>4, то рівняння має 2 корені.

Задача №2. Розв’язання.
Вказівка. З урахуванням умови можна скласти систему рівнянь 
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Відповідь. 
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Задача №3. Розв’язання. Вказівка. Оскільки a2 і b – числа додатні, то за нерівністю Коші для середнього арифметичного і середнього геометричного отримаємо: 
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 Аналогічно, застосувавши нерівність Коші до чисел 
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 Перемноживши почленно нерівності, маємо: 
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Задача №5. Розв’язання. Вказівка. Використаємо метод математичної індукції. Якщо n=1, то 
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Число 
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11 клас

Задача №1. Розв’язання. Вказівка. 
[image: image2454.wmf](
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 Графік – парабола з вітками вгору і вершиною в точці 
[image: image2455.wmf](
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Задача №2. Розв’язання. Вказівка. Запишемо вираз, який стоїть у лівій частині рівності, так: 
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 Оскільки 
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 Тому рівність може виконуватися лише за умови 
[image: image2460.wmf].
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Відповідь. 
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Задача №3. Розв’язання.  Вказівка. Виконуємо заміну 
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 Умова задачі виконуватиметься у двох випадках: якщо 
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Відповідь. 
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Задача №4. Розв’язання. Вказівка. В трапеції ABCD проведемо 
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 Розглянемо функцію 
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За умовою α – гострий кут. Екстремуму функція 
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Відповідь. 60º.

Задача №5. Розв’язання. Вказівка. При 
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Доведемо, що задана нерівність виконується і при 
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Розглянемо різницю 
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 (оскільки вираз в дужках за нерівністю 
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Таким чином, задана нерівність виконується при всіх натуральних 
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Задача №1. Розв’язання. Вказівка:
[image: image2499.png]



Розв‘язки рівняння 
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Відповідь: 
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Задача №2. Розв’язання.  Вказівка: Якщо многочлен 
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, що виконується тільки при непарних n.

Відповідь: при непарних n.

Задача №3. Розв’язання. Вказівка:
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Припустимо, що нерівність правильна при 
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Тоді при 
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Тобто нерівність правильна для будь-якого натурального 
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Задача №4. Розв’язання. Вказівка:

[image: image2523.png]



ABCD – дана трапеція. BC||AD, BC=a, AD=b, 
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Нехай О – центр вписаного кола. 
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 (OC і OD – бісектриси  внутрішніх односторонніх кутів при паралельних BC і AD). 
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Задача №5. Розв’язання.  
Вказівка:

Нехай 
[image: image2529.wmf].
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Якщо 
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 Перевірка показує, що 
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 є розв‘язком заданого рівняння.

Відповідь: 
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11 клас
Задача №1. Розв’язання.  Вказівка:
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Задача №2. Розв’язання. Вказівка:
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Відповідь: 
[image: image2538.wmf].
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Задача №3. Розв’язання.  Вказівка:

Нехай 
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 - корені даного рівняння. За теоремою Вієта:
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Тоді 
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Відповідь: а=39.

Задача №4. Розв’язання. Вказівка:
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Відповідь: 
[image: image2549.wmf].
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Задача №5. Розв’язання.  
Вказівка: Підстановка 
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 приходимо до рівності 
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 Різниця з рівнянням умови дає, що 
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 Підставивши сюди 
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, тобто для довільного невід‘ємного 
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 Перевірка підтверджує, що 
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 - розв‘язок.

Відповідь: 
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)

.

x

x

f

=


ХІІ.   LIII Всеукраїнська учнівська олімпіада з математики 2013 ІІІ етап 
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Розв’яжіть самостійно

 10 клас. Рівень «А»

Задача №1. Розв'яжіть рівняння

[image: image2562.wmf][
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(тут [ а ] – ціла частина числа а, тобто найбільше ціле число, яке не перевищує а; {а} = а-[ а ] – дробова частина числа а).

Задача №2.  Натуральне число а має рівно 6 різних натуральних дільників (включаючи 1 і саме число а). Аналогічно, натуральне число b має рівно 9 різних натураль​них дільників, а натуральне число с має рівно 14 різних натуральних дільників. Відомо,  що   НСД (а, b, с) = 10.   Знайдіть  усі  можливі  значення добутку НСД(а,b) ∙ НСД(b, с) ∙ НСД(с, а). (Тут НСД(х, у) – найбільший спільний дільник натуральних чисел х і у, НСД (а, b, с) – найбільший спільний діль​ник натуральних чисел а , b і с .)

Задача №3. Нехай AK, BL і CM – висоти гострокутного трикутника ABC. Відомо, що

LM = 5 см, MK = 12 см, KL = 13 см. Обчисліть площу трикутника ABC.
Задача №4. По колу записали 672 натуральних числа  аІ, а2, ... , а612 таких, що  a1 + a2 +... +a672 = 2013 і ак 
[image: image2563.wmf]¹

 1342 для всіх к, 1 
[image: image2564.wmf]£

 к 
[image: image2565.wmf]£

 672. Доведіть, що зав​жди можна вибрати декілька записаних поспіль чисел, сума яких дорівнює 1342.

10 клас. Рівень «Б»

Задача №5. Чи можна зобразити на прямій шість відрізків так, щоб серед будь-яких трьох зображених відрізків знайшлися принаймні два, які мають хоча б одну спільну точку, і кожна точка прямої належала щонайбільше трьом зображеним відріз​кам? (Вважається, що кінці відрізків належать самим відрізкам).

Задача №6. Знайдіть усі такі пари натуральних чисел т і п, для яких виконується рівність 
[image: image2566.wmf]7
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11 клас. Рівень «А»

Задача №7.  Для х є(0; 1) та у є(0; 1) знайдіть найбільше можливе значення виразу


[image: image2567.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image2568.wmf])
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Задача №8.  Нехай вписане коло трикутника АВС доти​кається до його сторін АВ, АС і ВС в точках D, E, і F відповідно. Пряма, яка проходить через точку F і центр цього кола, перетинає відрізок DЕ в точці L. Доведіть, що пряма АL проходить через середину сторони ВС. 
11 клас. Рівень «Б»
[image: image2569.png]



Задача №9. 
У   трикутнику    АВС    АВ = 16 см,
ВС = 25 см, AC = 39 см. Пряма, яка про-
ходить через центр вписаного кола трику-
тника АВС і середину М сторони ВС ,
перетинає висоту АD  цього трикутника в
точці Р. Знайдіть довжину відрізка АР.

Задача №10. Нехай х1 – довільне дійсне число, і для всіх натуральних п виконується рі​вність 
[image: image2570.wmf].

4

2

7

2

1

+

+

=

+

n

n

n

x

x

x


 Доведіть, що серед чисел  x1, x2,…,x2013 принаймні 1005 чисел є ірраціональ​ними.
                                       [image: image2571.jpg]



Відповіді та вказівки до задач розділу ХІІ
10 клас. Рівень «А»

Задача №1. Розв’язання.  З необхідністю, х2013 (1-х) > 0, тобто 0 
[image: image2572.wmf]£

 х 
[image: image2573.wmf]£

 1. Неважко бачити, що х = 0 та х = 1 є коренями рівняння.

Для х є(0;1) 
[image: image2574.wmf][

]

x

= 0, {2015 + х} = {х} = х,  х2013 < х + х2014.

Відповідь: х = 0, х = 1.

Задача №2.  Розв'язання. Нагадаємо, що якщо п =
[image: image2575.wmf]m
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 – канонічний розклад натурального числа п > 1, то кількість 
[image: image2576.wmf]t

( п) усіх його натуральних дільників (включаючи 1 та саме число п) знаходиться за формулою 
[image: image2577.wmf]t

(п) = 
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.. Число т називається довжиною канонічно​го розкладу. Оскільки 6 = 2х3, 9 = 3 х3, 14 = 2 х 7, то, як легко бачити, довжина канонічного розкладу кожного з чисел а, b і с дорівнює 2. Числа а, b і с діляться без остачі на 10. Звідси b = 2∙5 , а = 2 5 або а = 2∙5, с = 2∙5 або с = 26∙51. З урахуванням умови НСД (а, b, с) = 10 знаходимо, що можливими є тільки такі випадки:    

a =21 ∙ 52,  b = 22 ∙ 52,  c=26 ∙ 51; 

a =22 ∙ 51,  b = 22 ∙ 52,  c=21 ∙ 56. 

Для обох цих випадків НСД(a,b) ∙ НСД(b,c) ∙ НСД(c,a)  =24 ∙ 54 = 10 000/

Відповідь: 10000. 

Задача №3. Розв'язання. Оскільки , то трикутник ALM подібний трикутнику ABC з коефіцієнтом cos 
[image: image2579.wmf]Ð

A. Аналогічно, трикутнику ABC подібні й трикутники BMK і CKL з коефіцієнтами cos 
[image: image2580.wmf]Ð

B і cos 
[image: image2581.wmf]Ð

C відповідно.

[image: image2811.png]


Тому

SMKL  =SABC - SALM    - SBMK -SCKL = SABC – cos2
[image: image2582.wmf]ABC
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[image: image2583.wmf]Ð

B ∙ SABC - cos2 
[image: image2584.wmf]Ð

C ) ∙ SABC =
= (l - cos2 
[image: image2585.wmf]Ð

A - cos2 
[image: image2586.wmf]Ð

B - cos2 
[image: image2587.wmf]Ð

C) SABC .
 Легко встановити, що трикутник MKL прямокутний, 
[image: image2588.wmf]Ð

KML = 90°, а тому

SMKL = 30 см2.
Коло з діаметром AB проходить через точки K і L, оскільки 
[image: image2589.wmf]Ð

AKB = 
[image: image2590.wmf]Ð

ALB = 90°. Отже, 
[image: image2591.wmf]Ð

AKL = 
[image: image2592.wmf]Ð

ABL = x = 90° - 
[image: image2593.wmf]Ð

A = 
[image: image2594.wmf]Ð

ACM. Аналогічні співвідношення одержуємо для кутів x, y і z, відмічених на рисунку. Із пря​мокутних трикутників ALB, BKA і CLB одержуємо:

1 - cos2 
[image: image2595.wmf]Ð

A - cos2 
[image: image2596.wmf]Ð

B - cos2 
[image: image2597.wmf]Ð

C = 1 - sin2 x - sin2 y - sin2 z = 1 – 

[image: image2598.wmf].
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Отже, SABC = 195 см2
Відповідь: 195 см2 .

Задача №4. Розв'язання. Розіб'ємо деяке коло 2013 точками на 2013 рівних дуг. Серед цих точок відмітимо 672 точки Мо, М1, ... , М671  так, щоб кожна з дуг МіМі+1,  і 
[image: image2599.wmf]£

 0 
[image: image2600.wmf]£

 671, виявилась розбитою на аі+1 рівих дуг (вважаємо, що М672 
[image: image2601.wmf]º

= Мо). Точки Мо, Мі, ... , М671 пофарбуємо в чорний колір, а решту — 2013 - 672 = 1341 точку — пофарбуємо в білий. Зауважимо, що 2013 ділиться без остачі на 3. Розглянемо всі такі рівносторонні трикутники з вершинами в наших 2013 точках (кожен рівносторонній трикутник з вершинами в наших 2013 точках однозначно визначається будь-якою своєю вершиною), які мають хоча б одну чорну вершину. Якби в кожного з них дві інші вершини були білі, то загалом білих точок було б не менше, ніж 2 ∙ 672 = 1344, що неможливо, бо їх 1341. Тому знайдеться рівносторонній трикутник, у якого є дві чорні вершини. Менша дуга з кінцями в цих вершинах буде розбитою на 671 рівну частину, а більша складається з декількох дуг (щонайменше — з двох) з чорними кінцями, причому сумарно ці дуги складаються саме з 1342 рівних частин (з тих 2013 частин, на які розбито коло). Числа з набору а1 ... , а672, які відповідають цим дугам, є шуканими.

10 клас. Рівень «Б»

Задача №5. Розв'язання. Умову задовольняють відрізки [0;1], [0;2], [0;3], [2;5], [3;5] і [ 4;5].

Відповідь: так, можна.

Задача №6. Розв’язання. Число 
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т + п  + 7, 2mn = 2
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Оскільки число 13 просте, і числа в дужках останньої рівності (яка, зауважимо, рівносильна рівності з умови задачі) є натуральними, причому
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Розв'язавши систему цих рівнянь, знаходимо відповідь.
Відповідь: т = 3, п = 4; т = 4, п = 3.
11 клас. Рівень «А»

Задача №1.  Розв'язання. Для х = у = 
[image: image2611.wmf]3
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 значення цього виразу дорівнює [image: image2612.wmf].
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 Доведемо, що  шуканим найбільшим значенням є саме 
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. Якщо х + у 
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 EMBED Equation.3 [image: image2616.wmf].
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 EMBED Equation.3 [image: image2617.wmf]
Нехай  х + у < 1. Позначимо z = 1 - х - у. Тоді потрібно довести, що
[image: image2618.wmf]).
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Дана нерівність одержується з нерівностей

[image: image2619.wmf].
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Відповідь: 
[image: image2620.wmf]8
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Задача №2.  Розв'язання. Позначимо 
[image: image2621.wmf]Ð

A =
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, 
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B = 
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, 
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C =
[image: image2626.wmf]g

. Нехай пряма АL перетинає сторону ВС в точці М .
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Легко бачити, що 
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DIL = 180° - 
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DIF = 
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. 
Аналогічно, 
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EIL =
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. 
За теоремою синусів,
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звідки  
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оскільки DI = EI як радіуси вписаного кола.

Далі, з урахуванням рівностей sin 
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AMB = sin 
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AMC,  AD = AE, за теоремою синусів знаходимо
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, що й потрібно довести.

11 клас. Рівень «Б»
[image: image2640.png]



Задача №9. 
Розв'язання. Нехай І – центр вписаного кола трикутника АВС, К – точка
дотику вписаного кола до сторони ВС. Легко встановити, що кут АВС тупий.
За формулою Герона обчислюємо площу S трикутника АВС, потім за форму-
лою r = 
[image: image2641.wmf]p

S

, де р – півпериметр трикутника АВС, знаходимо радіус вписаного

кола: S = 120 см2 , r = 3 см. Звідси   АD =
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За теоремою Піфагора,BD=
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 см.   Як відомо, відрізок дотич​ної ВК = р - АС = 40 - 39 = 1 см. Отже, КМ = ВМ - ВК = 11,5 см. Трикутники

ІК - КМ

МКІ та МDР подібні, і тому 
[image: image2644.wmf]DM
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, РD = 6,6 см. Відтак, АР = 3 см.

Відповідь: 3 см.
Зауваження.  Можна довести загальний факт (у позначеннях розібраної задачі). Нехай АВС — довільний трикутник, у якому АВ 
[image: image2645.wmf]¹

 АС. Тоді АР = r. Через точку К проведемо діаметр КF вписаного кола 
[image: image2646.wmf]w

 трикутника АВС. Ро​зглянемо таку гомотетію з центром А, для якої образом кола ║Пряма ВС перейде в пряму п, паралельну ВС. Нехай коло 
[image: image2647.wmf]w

а дотикається до прямих  п, ВС і АС в точках Q, Т і N відповідно. Неважко помітити, що відрізки QТ і КF будуть гомотетичними, і тому точка F  лежить на прямій ВТ. Далі, AN = р, СТ = CN, CN = р - АС . Отже, ВК = СТ, точка М є серединою відрізка КТ, і тому МІ ║ АF . Оскільки АР║ FІ, то чотирикутник АРІF — па​ралелограм, і АР = FІ = r .

Задача №10. Розв'язання. Якщо серед елементів послідовності 
[image: image2648.wmf]{
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 є рівний нулю, то

легко бачити, що всі наступні (тобто з більшими індексами) елементи є додат​ними, а тому серед чисел х1, x2,…,x2013 є не більше одного, рівного нулю (якщо і <j,  xі = xj = 0,  то  xj    мусить бути додатним, і маємо суперечність).

Візьмемо два сусідні елементи нашої послідовності – xп та xn+1.

Якщо xп = 0, то xn+1= 4 (оскільки для xп 
[image: image2649.wmf]³

 0 виконується нерівність xn+1  > 0).

Якщо ж  xn+1 = 0, то xп < 0 і знаходимо, що xn=-
[image: image2650.wmf]3

4

.
Припустимо, що xп та xn+1 одночасно є раціональними числами. Тоді одне з них має бути нулем. Насправді, оскільки  2xn xn+1
[image: image2651.wmf]7

=3x
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-16,  то коли

xп 
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 0 і xn+1
[image: image2655.wmf]¹

 0, ми отримаємо, що 
[image: image2656.wmf]7

 є раціональним числом, що неможливо. Розглянемо тепер 1006 пар чисел (x1x2), (x3,x4), (x5,x7), ... , (x2009,x2010), (x2011,x2012). Якщо Хк 
[image: image2657.wmf]¹

0 для всіх к, 1 
[image: image2658.wmf]£

 к 
[image: image2659.wmf]£

< 2012, то серед чисел x1 , x2 , . , x2012 не менше за 1006 ірраціональних (хоча б по одному в кожній парі). Якщо серед чисел x1 , x3 , x5 , . , x2009 , x2011 є нуль, то в парі з ним дру​гим елементом буде число 4, і це означатиме, що серед цих пар є пара (0,4) –  єдина пара, обидва елементи якої – раціональні числа. Кожна з решти розгля​дуваних пар повинна містити ірраціональне число, і тому серед чисел x1 , x2 , .   , x2012 щонайменше 1005 ірраціональних. Якщо нуль міститься серед чисел x2 , x4 , x6 , . , x2010 , x2012, то, як ми бачили вище, у парі з ним другим елементом буде від ємне ірраціональне число -
[image: image2660.wmf]3

4

і тому ірраціональних чи​сел серед x1 , x2 , .   , x2012 буде не менше, ніж 1006.
Що і треба було довести.

ХІІІ. Математичні олімпіади школярів України 2001-2006
                                      [image: image2661.jpg]



Розв’яжіть самостійно

Задача №11.  Знайдіть усі такі пари простих чисел p i q, що 3p4+ 5q4+15 = 13p2q2.

Розв’язання. Якщо обидва числа p i q  є непарними, то ліва частина вихідної рівності при діленні на 4 дає остачу 3, а її права частина – остачу 1. Отже, такий випадок є неможливим. Пара p = q = 2 не задовольняє умову задачі. Для p = 2 безпосередньо знаходимо, що 
[image: image2662.wmf]q = 3. Для  q = 2 відповідних натуральних значень p не існує.

Відповідь: p = 2, q = 3.

Задача №12. Натуральне число n > 101 ділиться без остачі на 101, причому відомо, що кожен його натуральний дільник d,  1 < d < n, є різницею двох натуральних дільників числа n. Доведіть, що n ділиться без остачі й на 100.

Задача №13. Рота, якою командує капітан Петренко, складаєтся з n, n
[image: image2663.wmf]³

3, солдатів, серед яких немає жодних двох однакового росту. Капітан вишикував їх в шеренгу в деякому порядку (не обов’язково за зростом). ”Хвилею” в цій шерензі називатимемо таку її послідовність, солдати якої не обов’язково стоять поруч, але перший її солдат вищий за її другого солдата, її другий солдат нижчий за її третього, її третій солдат вищий за її четвертого,  її четвертий солдат нижчий за її п’ятого і т. д . Наприклад, якщо n=9, солдати прономеровані за збільшенням зросту, і капітан їх вишикував у таку шеренгу: 9,3,5,7,1,2,6,4,8, то найдовшою „хвилею” цієї шеренги є, наприклад, така: 9,3,7,1,6,4,8, А якщо капітан їх вишикує за зростом так: 1,2,3,4,5,6,7,8,9, – то найдовшою „хвилею” такої шеренги буде лише 1 солдат (будь-який), бо у „хвилі” другий солдат повинен бути нижчим за першого. Для кожного n визначте, яких шеренг більше: тих, у яких найдовша „хвиля” складається з парної кількості солдатів, чи тих, у яких найдовша „хвиля” складається з непарної кількості солдатів.

Задача №14. Про натуральні числа а і n відомо, що а2+1 ділиься без остачі на n. Доведіть, що існує таке натуральне число b, що b2+1 ділиться на n (n2+1)/

[image: image2813.png]


Задача №15. Про тетраедр АВСD відомо, що 
[image: image2664.wmf]o
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 Нехай О – центр описаного кола трикутника АВС, М – середина ребра СD. Доведіть, що прямі АВ і МО взаємно перпендикулярні.

Задача №16. Нехай  р>2 - просте число, k > 1 – кількість фарб, ричому числа k – 1 і р взаємо прості . Доведіть, що кількість способів фарбування сторін правильного р-кутника так, щоб сусідні сторонни ,були пофарбовані в різні кольори (многокутник повертати не  можна), діиться без остачі на (k-1) p.

Задача №17.[Київ. Матем олімп. Ст24.232] Довести, що не існує трицифрового числа 
[image: image2665.wmf]abc

, квадрат якого є 
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                          [image: image2667.jpg]



Відповіді та вказівки до задач розділу ХІ
Задача №11.  Розв’язання. Якщо обидва числа p i q  є непарними, то ліва частина вихідної рівності при діленні на 4 дає остачу 3, а її права частина – остачу 1. Отже, такий випадок є неможливим. Пара p = q = 2 не задовольняє умову задачі. Для p = 2 безпосередньо знаходимо, що 
[image: image2668.wmf]q = 3. Для  q = 2 відповідних натуральних значень p не існує.

Відповідь: p = 2, q = 3.

Задача №12.  Розв'язання. Оскільки 1 < 
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 - дільники числа n.  Отже, 
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. Оскільки 101 – просте число і  d
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+ 101 >101, то із останньої рівності випливає, що 101
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 EMBED Equation.3 [image: image2684.wmf]M
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+101, тобто d
[image: image2686.wmf]2

+101 = 101
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. Звідси 

 d
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- 101 = -1, d
[image: image2689.wmf]1

= 100, що й треба було довести.

    Наприклад, число n = 100 ( 101 задовольняє умову задачі. 

Задача №13. Розв’язання.  Занумеруємо солдатів за збільшенням зросту. Для довільної перестановки солдатів а1, а2, ... ,аn визначимо номери 1
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n1<n2<…<nk=n такі, що а1<a2<…<
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(n1=1, якщо а1>а2). Солдати з номерами n1, n2,…, nk утворюють”хвилю” довжиною k, причому ця „хвиля”є найдовшою, оскільки можна перевірити індукцією по і, серед солдатів а1,a2,…,
[image: image2698.wmf]i

n

a

до «хвилі» входять щонайбільше і осіб.  Кожній перестановці а1,a2,…,
[image: image2699.wmf]n

a

з а1<a2 поставимо у відповідність перестановку n+1-a1, n+1-a2 ,…, n+1-an (для якої справджується нерівність n+1-a1> n+1-a2 ). Отже, усі перестановки розбиваються на пари, причому для перестановок з однієї пари найдовші „хвилі” мають різну парність: якщо першій відповідають номери 1
[image: image2700.wmf]£

n1<n2<…<nk=n, то другій  перестановці – номери  1=n΄1 <n΄2= n1< …< n΄k+1  = n. 

Відповідь: для всіх n їх кількість однакова.  

Задача №14. Розв’язання. І спосіб. Досить взяти b=a(1+n2)-n, тоді:

 b2+1= (a2+1)+2a(an2-n)+(an2- n)2  
[image: image2701.wmf]M

 n.

Також b2+1 = (n2+1)(a2(1+n2)-2an+1). Оскільки числа n та n2+1 взаємно прості, то b2+1 ділиться без остачі на n(n2+1).

[image: image2814.png]


ІI спосіб. Числа n та n2+1 взаємно прості. Це означає, що існує таке b, що при діленні b I a на n вийдуть однакові остачі та приділенні b I n на n2+1 теж будуть однакові остачі .Це означає, що b2+1 і а2+1 ділиться на n без остачі, також  і b2+1 і n2+1 діляться на n2+1 без остачі. Значить, b2+1 ділиться на n та на  n2+1.

Задача №15.  Розв’язання.  Відмітимо в площині 

грані АВС точку D1 так, що ΔD1AB= ΔDAB і точки D1 та  C лежать по різні боки від прямої АВ. Тоді з умови задачі випливає, що 
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, а тому навколо чотирикутника ACBD1 можна описати коло з діаметром CD1 і центром О. Так як DM=MС, то МО параллельна DD1. проведемо з точок D і D1 перпендикуляри до прямої АВ, які мають спільну основу N, оскільки ΔD1AB= ΔDAB. Звідси слідує, що АВ ┴ (DND1), а тому АВ ┴ DD1. Оскільки DD1║ МО, то АВ ┴ МО.

Задача №16. Розв’язання. Нехай аn – кількість потрібних розфарбувань правильного n-кутника. Тоді а2 = k(k-1), a3 = k(k-1)(k-2), an = (k-2)an-1+(k-1)an-2.   Перший доданок останньої рівності дорівнює кількості розфарбувань n- кутника, для яких кольри першої та (n-1)-ої сторін різні; тоді n-та сторона має k-2 варіанти розфарбування, а без неї отримуємо довільне правильне розфарбування (n-1)-кутника. Другий доданок відповідає кількості, коли кольори першого та (n-1)-ої сторін однакові. Тоді для n-тої сторони є k-1 варіант розфарбування, а без неї та (n-1)-ої сторони отримуємо довільне правильне розфарбування (n-2)-кутника звідси за індукцією випливає, що аn=(k-1)n – (-1)n(k-1). Для простих р>2 маємо ap=(k-1)((k-1)p-1-1), яке ділиться на (k-1)p, що і треба було довести.

Задача №17.[Київ. Матем олімп. Ст24.232]. Розв’язання. Припустимо, що 
[image: image2703.wmf]cab
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=101(a+b+c)=d2, 

де d – деяке ціле число. Оскільки 101- просте число, то з цієї рівності випливає, що d ділиться на 101,тобто d = 101k, де k – 

натуральне число. Тому 1012k2=101(a+b+c), звідки  a+b+c = 101k2. Остання рівність неможлива, бо a+b+c
[image: image2704.wmf]£

3*9=27.

ХІV. Міжнародний математичний конкурс „Кенгуру”

[image: image2705.jpg]



Розв’яжіть самостійно

10 клас

[image: image2815.png]


 Задача №1. Сторони прямокутника АВСD паралельні до осей координат (див. мал.). Для кожної вершини обчислили відношення її ординати до її абсциси.

  Для якої з вершин це відношення буде      

   найменшим? 

 А: А                Б:В          В: С           Г: D          Д: Відповідь залежить від розмірів прямокутника.

Задача №[image: image2816.png]


2. (Кенгуру 2013, ст.20, № 26).    З дроту зробили каркас (див мал). Жук, що сидить у вершині А, може рухатися по каркасу лише в напрямках, позначених на малюнку стрілками. Скількома різними шляхами він може потрапити з вершини А у вершину В? 

А: 6                Б:8          В: 9                         Г: 12          Д:15.

Задача №3. (Кенгуру 2013, ст. 28, №29).  Юрко побачив трактор, що тягнув трубу. Він вирішив виміряти її довжину. Рехаючись проти напряму руху трактора, юрко визначив, що довжина труби становить 20 кроків, а рухаючись за напрямом руху трактора, хлопець визначив, що довжина труби –140 кроків. Знаючи, що довжина власного кроку 1 метр, Юрко визначив довжину труби. 

Якою є довжина труби? (Юрко та трактор рухалися з постійними щвидкостями) .

А: 30м                Б:35м          В: 40м                         Г: 48м          Д:80м.

Задача №4. (Кенгуру 2013, ст.26, №15). Після перевірки контрольної роботи учитель зауважив, що, якщо б кожен хлопець у класі отримав оцінку на три бали вищу, то середня оцінка в класі була б вища на 1,2 бала. Який відсоток учнів класу становлять хлопці?
[image: image2706.wmf]
А: 20%                Б:30%          В: 40%                         Г: 60%          Д: визначити не можливо

Задача №5. (Кенгуру 2013,ст.27, №23). Садівник хоче посадити в один ряд сто дерев (кленів і лип) вздовж алеї в парку. Кількість дерев між будь-якими двома кленами не повинна дорівнювати п’яти. Яку найбільшу кількість кленів може посадити садівник?

А: 40                Б:48         В: 50                         Г: 52          Д: 60

Задача №6. (Кенгуру 2012. №13, ст. 27). Числа 144 та 220 при діленні на деяке натуральне число х дають остачу 11. знайти число х
А: 7                Б:12         В: 15                         Г: 19         Д: 48

Задача №7. (Кенгуру 2012, ст.28, №17). Дванадцять чисел потрібно записати в таблицю розміром 3 х 4 так, щоб суми чисел в усіх рядках були рівні між собою та суми чисел в усіх стовпцях були рівні між собою. Деякі числа уже записані в таблицю (див. мал.).яке число буде записане у сірій клітинці?
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	2

	
	3
	3
	

	6
	
	1
	


А: 1               Б:4         В: 6                        Г: 8        Д: 9
Задача №8. (Кенгуру 2012, ст.29, №23). На малюнку зображено прямокутний трикутник зі сторонами 5см, 12см та 13см. Чому дорівнює радіус r півкола з центром у точці О вписаного в цей трикутник так, як показано на малюнку?
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                                                             11 клас.

Задача №[image: image2818.png]


9. (Кенгуру 2012, ст.35, №26). Прямокутний лист паперу АВСD розміром 4см х16 см зігнули вздовж прямої MN так, щоб вершина С перейшла у вершину А (див. мал.). Чому дорівнює площа многокутника АВNMD1 ? 

А:17см2               Б: 27см2          В:37см2   Г: 47см2  Д: 7см2  

Задача №[image: image2819.emf]10. (Кенгуру 2012, ст.35 №30). Три однакових конуси розміщені так, що їхні основи належать одній площині і попарно дотикаються одна до одної. Між конусами розміщена куля так, що вона дотикається до кожного з конусів. Площина, що проходить через вершини конусів дотикається до кулі. Знайдіть радіус кулі, якщо осьовим перерізом кожного конуса є правильний трикутник зі стороною 3см.

А: 1см               Б:  
[image: image2711.wmf]3
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см          В: 1,5см   Г: 
[image: image2712.wmf]cì

3

  Д:  2см.  

Задача №11.(Кенгуру 2013, ст.31, №20).  На малюнках 1 та 2 зображено два однакових контейнери, які складаються з циліндра та конуса. Висота контейнерів дорівнює  9см і кожен з них на третину об’єму заповнений водою. Рівень рідини у першому контейнері – 5см (див Мал1) . чому дорівнює рівень води у другому контейнері?

[image: image2820.jpg]



А: 1,5 см               Б: 2 см          В: 2,25см   Г: 2,5см  Д: 3см.  

[image: image2821.jpg]



Задача №12. (Кенгуру 2013, ст.32, №21). У правильній трикутній  піраміді SABC плоский кит привершині S дорівнює 30º. Всі бічні ребра мають довжину 5 см. Чому дорівнює найменше можливе значення BE + EF +FB, якщо E та F – точки, що лежать на ребрах SA та SC (Див мал.)

А:4 см               Б: 5 см          В: 
[image: image2713.wmf]2

5

см   Г: 
[image: image2714.wmf]3

5

см  Д: 10см.  
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Задача №13. (Кенгуру 2013, ст.32, №27).

У прямокутній трапеції АВСD основи ВС та АD  дорівнюють 3см та 5 см відповідно.Точка Р ділить сторону АВ на  два відрізки по 2 см кожен. Точка Q належить стороні СD. відрізокРQділить трапецію АВСD на два чотирикутники з рівними площами (див мал.). Чому дорівнює 
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 EMBED Equation.3  [image: image2717.wmf]2
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[image: image2823.jpg]


Задача №14. (Кенгуру 2013, ст.33, №29). Нехай куб АВСDA1B1C1D1 розміщено так, що точка А належить площині (, а відстані 

 від точок В,D i A1 до площини  ( дорівнюють 3 см, 3см і 6 см відповідно. Чому дорівнює ребро куба?

А:
[image: image2722.wmf]2см    Б:  3см          В: 
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                                       [image: image2726.jpg]



Відповіді та вказівки до задач розділу ХІV
10 клас

[image: image2824.png]


 Задача №1. Розв’язання.  Абсциса і ордината кожної з точок будуть від’ємними, а їх частка додатною. Тому відношення буде найменшим, коли абсциса буде найменшою, а ордината найбільшою. Відповідь: Г
[image: image2825.png]A




Задача №2.  Роз'язання.   На малюнку зображено скількома способами можна потрапити з вершини А у кожну з вершин.

 Відповідь: Г

Задача №3. Розв'язання.  Нехай n- це кількість кроків, які Юрко робить за секунду, а швидкість трактора – v м / с. Оскільки довжина кроку Юрка 1м, то швидкість Юрка n м/с. Нехай І – довжина труби, тоді 
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 EMBED Equation.3  [image: image2729.wmf],  
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. Поділивши перше рівняння на друге, отримаємо: v=
[image: image2732.wmf]8
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n. Тому з першої рівності І = 35 м. Відповідь: Б.
Задача №4. Розв’язання.  Припустимо, що в класі навчається m хлопців і n дівчат та разом вони отримали S балів, тоді середня оцінка в класі 
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[image: image2735.wmf]Отже,  
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. Отже, в класі навчається 40% хлопців. Відповідь: В.
Задача №5. Розв'язання.  Серед будь-яких 12 дерев, що ідуть підряд, не може бути більше шести кленів (дерева можна розбити на паари 1-7, 2-8, 3-9, 4-10, 5-11, 6-12, у кожній парі не може бути більше одного клена). Тоді загалом серед 100 дерев не може бути більше, ніж  8 ( 6 + 4 = 52 клени (100 = 8 ( 12 + 4). Відповідь: Г
Задача №6. Розв’язання.  За умовою, 220-144 = 76 ділиться на х, причому х > 11, тому  х = 19. Відповідь: Г
Задача №7. Розв’язання. Нехай х – число, що розміщене у лівому крайньому стовпчику посередині. Тоді, заповнюючи таблицю за умовою задачі, отримаємо:
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               Відповідь: Б
[image: image2826.png]


Задача №8.. Розв’язання.  Позначимо через А,В, С   – вершини трикутника, а через М- основу перпендикуляра, опущеного з точки О, а = 12см, в = 5см, с = 13см. 

∆АВС (∆АОМ 
(за двома кутами), а МО = ОС = r.  Отже, 
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 Відповідь: Б
                                                             11 клас.

Задача №[image: image2827.png]


9. Розв’язання.  Нехай АM= х см. Тоді MD = MD1 = (16 - х)см. за теоремою Піфагора для  ∆АМD1 :  (16 - х)2 +16 = х2, тому х = 8,5 см. Отже, 
[image: image2741.wmf].
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 Відповідь: Г
Задача №10. Розв’язання. Нехай точки А, В, С – основи висот конусів, точка Р – 

[image: image2742.png]



 центр рівностороннього трикутника АВС зі стороною 3 см. МР – 

перпендикуляр до площини АВС. М – точка дотику кулі до площини, що проходить через вершини конусів. О – центр кулі. О ( МР. Тоді 

РВ = МS =
[image: image2743.wmf]c
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(МSL = 30˚. r = MO = MS(tg30˚ = 1cм.   

Відповідь: А  
Задача №11. 


Розв'язання. Перший контейнер заповнений на третину об'єму, тому дві третини об'єму є вільними, причому незаповнена частина має форму циліндра вимсотою 4см.Отже, рівень води в другому контейнері 2 см.

 Відповідь: Б

Задача №12. Розв'язання.  На малюнку зображено розгортку бічної грані піраміди SABCD, отриманої її розрізанням по стороні СВ. Оскільки усі плоскі кути при вершині дорівнюють 30º, то  ( ВСВ1 = 90º. Точки E i F розмістимо в місцях перетину відрізка ВВ1 з відрізками SA та SC.Оскільки довжина будь якої ламаної є більшою, ніж відстань між її кінцями, мінімально можливе значення суми довжин BE + EF +FB = ВВ1 = 
[image: image2745.wmf]см

2

5

. 

Відповідь: В       
Задача №13. Розв’язання. Спосіб 1. Проведемо дві прямі PL та KQ, паралельні до основ трапеції. Тоді PL=4cм (як середня лінія). За умовою задачі маємо: SPBCL+ SPLQ=SPQK + SAKQD, тобто: 
[image: image2746.wmf].
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Також справедливе рівняння SAPLQ = 
[image: image2747.wmf].
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 Віднявши ці два рівняння, отримуємо: 
[image: image2748.wmf],
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 тобто PK=0,5cм.   Тоді    
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Спосіб 2. SABCD=
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Тому QD(PH = 3 та CQ(PH=5. 
 Отже,  
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 Відповідь: Г      
Задача №14. Розв'язання. Нехай К - точка 

перетину діагоналей основи куба. Тоді KL=3см, а оскільки АК = КС то CQ = 6см. 
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Відповідь: В
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